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Le but du problème est d'étudier les fonctions polynômes P à coefficients réels telles que, pour tout

nombre reel x :

(1) qx2 - t; p"(x) + 4xp'(x) = Àp(x)

où I est un nombre réel donné et où P'et P" désignent les dérivées première et seconde de P.

Dans la partie I, on détermine à partir d'ungsüile PO,"i, j.,ar, ...) de solutions particulières toutes

les solutions de cette équation et on établit une relation de récurrence satisfaite par les polynômes Pr.

Dans la partie II, on utilise cette relation pour obtenir le comportement de la suite des valeurs pn(x))

en un point x donné, en commençant par le cas particulier où x= 513.
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ETUDE DE L'EQUATION (1).

1") Soit P une solution non nulle de (1), de degré n > 0.

a) Montler, en identifiant dans (1) les termes de plus haut degré, que l" est nécessairement égal à n(n+3).

b) Soit Q(x) = (-l)n P(-x). Montrer que Q est solution de (1). En étudiant le degré du polynôme P - Q,

prouver Que P = Q et en deduire la parité de P en fonction de n.

2o) Inversement, on se propose de prouver qu'étant donné un entier n > 0, il existe un polynôme Pn à

coefficients reels et un seul dont le terme de plus haut. degré est xn et tel que, pour tout nombre réel x :

(2) (*2 - t) p"n(*) + 4xp'n(x) = n(n + 3) pn(x)
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a) Déterminer P6, P1, P2.



b) Dans le cas général, on pose :

tnl2l

Prr(x)= I ur**n-'o=uo*n +ar*n-z +...+ n**n-'n*... âvccâo=1
k=0

où tn/21 désigne le plus gland entier inférieur ot éga1àn/2.

Expliciær un système lineaire sâtisfait par les nombres a21, où 0 < 2k < n, et montrer que ce système

admet. une solution et une seule (que I'on ne demande pas d'expliciter). Donner I'expression du

coefficient a2.

3") A partir de la suite @r), déterminer, selon les valeurs de À, I'ensemble El des solutions de (1).

4') On se propose d'étâblir que, pour tout nombre reel x et tout entier n> 2 :

,2-l(3) p,,(x) _ xp,,-,(x) * 
ot_rp,,_2(x) 

= o

a) On considère, pour n> 2,la fonction polynôme :

Qnlx; = (*2 - t)P'n(x) - nxPn(x).

Déterminer le monôme de plus haut degré de Qn.

Montrer que Q'n(x) = (n+2)[nPn(x) - xP'n(x)J , et calculer 1x2 - t1 Q"n(x) + 4xQ'n(x) en fonction de Qn

seulement.

En deduhe que :

(4) (*2 - t) P',(x) - nxP,(x) . *? P,,-,(x) = o

b) En dérivant la relation (4), et en recourant par exemple à I'expression de la dérivee de Q, obtenue

précédemment, donner une relation enfre Pn, P', et P'n-1.

En utilisant à nouveau la relation (4), en déduire la relation (3).
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II - ETUDE DU COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SUITE (Pn(x)).

Soit (un)n , O 
la suite de nombres reels définie par la relation de técunence :

11 3 I(5) ur,=ur\_l *gL(ur,_r - un_2) + 
a;ru"z )

avec n 2 2, et les conditions initiales u0 = I et ut = 1 + 1/9.

1o) En remarquant que :

1 11 1 I I
=-l 

-l'
4k2-t 2 L2k-1 2k+l-l'

calculer pour tout entier n > 2 :

n
§a1Sr=À m

rl
\,\'t\,,

tt



Quelle est la limite de la suite (Sr) ?

2') On se propose, dans cette question, d'étudier la suiæ (un) définie ci-dessus.

a) Montrer, par récurrence, que, pour tout entier n > 1, un > un-l > 1.

b) Prouver que I'on a pour lout entier n> 2:

1[ 
n I

(6) u,,=ul +ol(u,,-r-u)+I *r-rl
' L k=2 4k"-l I

et en déduire, pour tout entier naturel n, que un < 6/5.

c) Montrer que la suite (ur) est convergente, et, à I'aide de (6), donner un encadrement de sa limite L
permettant d'en obtenir une valeur decimale approchee à 0,01 près.

3") On reprend dans cette question les notations de la première partie et, pour tout entier naturel n et

tout nombre reel t > 0, on pose :

rnt-t/. e +e
u,.,(t)=.ntPr(--T-)

e

a) Montrer que, pour tout nombre réel x stricæment supérieur à 1, il existe un nombre réel t > 0 et un

seul tel que :

t-te +ex= 
z

b) Calculer ug(t) et u1(t), et montrer que, pour tout n > 2 :

(7) un(t) - un-,(t) =.-" [(un-1(t) - u,-r(t)) . +r,-2tt) IL 4n'-l I
c) Monuer par récurrence que, pour tout n > 1, les fonctions unft un-un-l sont strictement positives et

décroissantes sur 10, +* [ . . .o .] /L il1-r
d) Expliciter le réel et lorsque x = 5l3,et àontrer que, dans ce cas, les suites (un) et (un(t)) définies

respectivement par les relations (5) et (7) sont,les mêmes.

On suppose que x 2 5/3. Déduire des résultats precedents que la suite (un(t)) converge vers une limite

strictement positive L(x) que I'on ne demande pas d'expliciter, et en déduire un équivalent de Pn(x)

lorsque n tend vers I'infini.
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