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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans Uappréciation des
copies.

sont autorisées : régies graduées, tables de valeurs numériques sans formulaire,
calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et alphanuméri-
ques, a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d’accompa-
gnement et de format maximum 21 cm de long x 15 cm de large .

Le but du probleme est 'étude des réalisations de trois « face » consécutifs dans une
suite de parties de pile ou face, ce qui fait 'objet de la partie IIl. A cet effet, on
s’intéresse tout d’abord dans la partie I aux puissances de deux matrices, puis, dans la
partie II, au comportement asymptotique d’une suite.

La répétition d’'un méme événement dans une suite de tirages indépendants constitue un
modéle commode pour l'étude de certains problémes de gestion, notamment de
réapprovisionnement des stocks.

Partie 1

On considére les deux matrices M et N suivantes :

1111 1110

111001 111000
M= = =

210100 N 210100

0010 0012

1. Calculer M2, M?>et M*. En déduire la relation :

AM*—2M° - M?-M =0 6))

2. Calculer N2, N3et N*. En déduire la relation :

8N*— 12N3+2N*+ N+ 1, =0 )



Partie II

On étudie dans cette partie la suite (gq,),.; telleque : g, =¢, =0, g; = % et vérifiant

pour n=1 la relation :

S‘In+3=4qn+2+2qn+1+qn (3)
A cet effet, on considére la fonction g suivante, définie sur R par :

g(x)=8x*—ax?_2x—1

1. a) Ftudier et représenter graphiquement la fonction g.

b) En déduire que I'équation g (x) = 0 admet une racine réelle r et une seule.
2. a) Donner Péquation y = ¢t (x) de la tangente en x = 1 a la courbe représentative
de g. Calculer la racine p de I'équation f (x) = 0.

b) Calculer g (p)et g (p —0,01). Donner un encadrement de r d’amplitude
0,01.

3. a) Montrer qu’il existe un réel a et un seul, que 'on exprimera en fonction de 7, tel
que, pour tout réel x :

gx)=(x~-r) (8x2+ax+%)

b) Montrer que 'équation g (x) = 0 admet, outre la racine réelle r, deux racines
complexes z et Z (que l'on ne cherchera pas a expliciter). Evaluer le produit
z -7 de ces deux racines. Exprimer |z| en fonction de r et prouver que |z| <r.

4. Soit E I'ensemble des suites réelles ou complexes (u,),.; vérifiant la relation
suivante, pour tout entier naturel non nul n:

8un+3 = 4’un+2 +2un+l + U,

a) Montrer que les suites (r"),. 1, (z"),o1, (£"),.1 appartiennent a E.

b) On considére le systtme d’équations :
ar+Bz+yz =0
art+ Bzl +yz: =0

ar’+ Bz’ + y?° =%

Noenbrer guele Sysbime wlucrusceiolution ¢ une seole (i5,5) . (ongourro monbrer

Montrer que : @ = —————— , ol a est le réel introduit dans la question précédente.
8r'+ar°+1

Prouver que B = y. (On ne demande pas d’expliciter 8 et vy.)
¢) En déduire que, pour tout entier naturel non nul n:

gp=ar"+Bz"+pz" et |g, — a r"| <

d) Etablir que : q‘; ~ a r" quand n tend vers Pinfini. Calculer : lim st

n—- 4+ qn

5. a) A raide de la relation (3) définissant (q,), donner un algorithme permettant de
calculer g, pour k < n et obtenir ainsi des valeurs approchées de g, pour k < 15 (que

9k +1 .
*° (avec quatre décimales).

I’on donnera avec six décimales), puis du quotient

b) En procédant comme dans la question 2, donner un encadrement de r d’ampli-
tude 0,000 1, puis une valeur approchée de a.
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Partie 111

A On effectue une suite infinie de pile ou face avec une piece équilibrée. Pour tout
entier naturel non nul n, on considére la variable aléatoire Y, prenant pour valeur :

0 si le n°™ jet a amené « pile » ;

1 si le n®™ jet a amené « face », celui-ci étant le premier, ou le quatriéme, ou le
septieme,..., ou le (3k +1)™ ... «face » obtenu depuis le précédent « pile » (ou
depuis le début du jeu si « pile » n’est pas encore sorti) ;

2 si le n'®™ jet a amené « face », celui-ci étant le deuxiéme, ou le cinquiéme, ou le
huitiéme,..., ou le (3k +2)°™,... «face » obtenu depuis le précédent « pile » (ou
depuis le début du jeu si « pile » n’est pas encore sorti) ;

3 si le n®™ jet a amené « face », celui-ci étant le troisieme, ou le sixieme, ou le
neuvieéme,..., ou le (3k +3)¢™ ... «face » obtenu depuis le précédent « pile » (ou
depuis le début du jeu si « pile » n’est pas encore sorti).
wme

On dit qu'une série de trois « face » consécutifs s’achéve a Tissue du n jet si et

seulement si ’événement [Y, = 3] est réalisé.

Exemple. Soit la suite de résultats (F désigne « face » et P désigne « pile ») :

numérodujet 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14..
résultat PFFPPP FFF F F F P F..

AIOI‘S: Y1=0, Y2:1, Y3=2, Y4:0, YSZO, Y6=0’ Y7=1, Y8:2, Yg=3,
Ye=1, Yy=2, Yp,=3, Y3=0, Y, =1,... et trois «face » consécutifs ont été
obtenus aux neuviéme, douziéme,... jets.

1. Exprimer pour i =0, i =1, i =2 et i =3 les probabilités P ([Y,,; =1i]) en
fonction des probabilités P ([Y, =j]) pour j =0, j=1,j=2et j=3.

2. On pose : an=P ([Yn:O])’ bn=P ([Ynzll)’ Cn:P ([Yn:Z])’
d, = P (|Y, = 3]). Pour tout entier naturel non nul n, soit V, la matrice-colonne
définie par :

i)
x

<
il
S

o
X

(Y

a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul »:
Vn +1 = M Vn

ou la matrice M est définie dans la partie 1.
b) En multipliant a droite la relation (1) par V,,_, (ou n = 2), établir une relation
entre V, .5, V,,,, V,, et V,, puisentre d, 3, d,,,, d,,, et d,.
¢) Calculer d,, d,, d;, d,. en Ty
d) A Tlaide de la relation définissant (d,), donner un algorithme’;ermettant de

calculer d, pour k < n. Obtenir ainsi des valeurs approchées de d, pour k < 15 (que I'on
donnera avec six décimales). Que constate-t-on ?
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B On sintéresse maintenant a la variable aléatoire X indiquant le numéro du jet ou,
pour la premiére fois, on a obtenu trois fois de suite le résultat « face ». Pour tout entier
naturel non nul 72, on considére la variable aléatoire Z, :
— prenant pour valeur 3 si trois «face » consécutifs sont obtenus a Pissue du
n®m jet ou ont été déja obtenus a Vissue d'un jet antérieur ;
— prenant sinon pour valeur :

0 si le n°™ jet a amené « pile » ;

1 si le n®™ jet a amené « face », ce «face » étant le premier obtenu depuis le
précédent « pile » (ou depuis le début du jeu si « pile » n’est pas encore sorti) ;

2 si le n®™ jet a amené « face », ce « face » étant le second obtenu depuis le précédent
« pile » (ou depuis le début du jeu si « pile » n’est pas encore sorti).

L’événement [X < n] est donc réalisé si et seulement si Pévénement [Z, = 3] est
réalisé.

Exemple. En reprenant la suite de pile ou face donnée dans la partie IIl.A, on a:
X=9, ZIZO, Z2=1, Z3=2, Z4=0, Zs=0, Z(«,:O, Z7=1, ZS = 2 et, pour
nz=9,7Z,=3.

1. Exprimer pour i =0, i =1, i =2 et i =3 les probabilités P ([Z,,, =i]) en
fonction des probabilités P ([Z, = j]) pour j =0, j=1, j=2et j=3.

2. On pose: a =P ([Z,=0]), b,=P(Z,=1]). ¢, =P ([Z,=2)]),
d, = P ([Z, = 3]). Pour tout entier naturel non nul n, soit W, la matrice-colonne
définie par:

"

an
'
bn
’

C’l
L3
dn

a@) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n:

W

n

+l:NWn

ou la matrice N est définie dans la partie L.

b) En multipliant 2 droite la relation (2) par W,, établir une relation entre
Wn+4’ Wn+3’ Wn+2’ Wn+1 et Wn’ puis entre d::+4» dr:+3’ d,:+2, dr;»e-l et d,:

¢) Calculer P ([X =1]), P ([X =2]), P ([X =3]) et P ([X = 4]). Montrer que,

pour n=2:
P(X=n])=d,—d, p
Compltment
d) Comparer P ([X = n]) a la suite (g,) étudiée dans la partie II. En déduire un
équivalent de P ([X = n]) et la limite de la suite P—M). ,&
‘ P ([X=n}])

e) Nowkrer yoe gl existe et \'vpimv en fonckion de -l.(&,b',r, 3,5-
. ) . (VY - L
Nowtcer que Si Y estun 3erode g daws € : . Jobkuls blua iy

Endeduire gue EBR) =Y.

Qetrogver EGI= 4y tn ubilisaatr leeclakion (3).

£) Expuner @ \aide d'onraisennement probabiiiste divect g &=ua3) e bonction
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