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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pwr une part importante dans l'appréciation
des copies.

sont autorisées : règles graduées, tables de valeurs numériques sans formulaire,
calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, à fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document
d'accompagnement et de format maximum 21 cm de long X 15 cm de large.

L'objet de ce problème est la recherche du comportement asymptotique du maximum sur [0, 1] d'une suite
defonctions * <.)

r. ÉTuon DU MAXIMUM D,UNE FONCTION

Soit / la fonction numérique définie ,sur,lR 1 par la relation :

f(r\-- r

1. variationdef 
' "' er*l

a) Calculer la dérivée l' de f .

b) Montrer que l'équation l'@):0 admet une solution a et une seule sur IRa.

lndication. On étudiera la variation de la fonction g définie sur IR+ par :

g(r)=(1-r)e'+1
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c) Prouver que /(o) : o - 1.

d) Dresser le tableau de variation de / et donner l'allure du graphe de cette fonction.

2. Approximation de a
Soit rp la fonction définie sur IRa par la relation :

P(r) :1 * e-"

a) Prouver que o est l'unique solution de l'équation glr) = r.
b) Montrer que o > 1. En déduire que a - 1< e-1.

c) Étubli, que, pour tout nombre réel r supérieur ou égal à 1 :

ç(r) > 1

et que :

lç@) - ol < e-llr, al
d) Soit (4,),.^ la suite d'éléments de [1, +oo[ définie par la condition initiale o0 : 1 et par la relation

de récurrence : 
dnrT: g(arr)

Montrer que, pour tout nombre entier naturel rz :

la,_ ol<"-(n+l;

e) En déterminant au préalable le nombre d'itérations nécessaires, expliciter, à I'aide d'une calculatrice,
une valeur décimale approchée a de a telle que :

l"-al Sto-u

U. ÉTUDE D,UNE SUITE DE FoNCTIoNS

Excepté la question II. 8, la partie II est indépendante de la partie I.

Soit (u,),,.^ la suite de fonctions nu-é.iques définiesu .Lr'10, 1] par la condition initiale uo: let par la
relation de récurrence :

un+t(r): [r- r+f,u*@)f 
"*@)

1. Montrer que, pour tout nombre entier naturel n, la fonction zo est polynomiale ; déterminer son degré
et son coefficient dominant.

2. Montrer par récurrence sur z que, pôur tout nombre entier naturel n et pour tout élément r de [0, 1] :

0<u,(r)<i

En déduire, toujours par récurren"".ur rr, que, pour tout nombre entier naturel n. et pour tout élément r
de [0, 1] :

utn(r) 10
3. a) Soit r un élément de [0, 1] et n un nombre entier naturel non nul. Établir les inégalités :

(L-n)<u,(r)=(r-i)"
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b) En déduire que, Iorsque r est fixé dans [0, 1], la suite de terme général z,(r) converge;exprimer sa
Iimite en fonction de r.

c) Montrer que cette suite est décroissante.

Dans toute la suite du problème, on note h la fonction défrnie sur [0, l) par la re]ation :

h.(t\ =r (r - t\\ 2)

4. a) Montrer que, pour tout couple (o, ô) d'éléments de [0, 1] :

lh(b)-h(a)l3lb-"1

b) En déduire que, pour tout nombre entier naturel k et pour tout élément r de [0, 1] :

l[" x @) - u * + t (r)) - lu * + r (r) - u * +z(r)]l < r lu e (r) - u * + t (r)l

c) Montrer enfin que, pour tout nombre entier naturelk et, pour tout élément r de [0, 1[ :

o < u1,@) - u*+{r) . ur+t@) - uwz(r)
r_r

5. Dans cette question, on fixe,k dans IN et r dans [0. 1[.

a) En utilisant Ie dernier encadrement et le sens de variation de à, montrer que :

/ u,r (r) d, t:*S 
Ju^*'t'tn1ùs r_ '

b) En déduire que, pour tout nombre entier naturel n :

,*=f,r,(,,# s3

6. u) Troor", un couple (A, B) de nombres reels telquelpour tout élément f de ]0, 1] :

ioB
_-l-_h(t)- t' t_!

2

b) En déduire la valeur de l'intégrale :,, 
1,",r,,#

en fonction de u"(r).
En conclure que :

1* exP (3) 
- ent il

7. Soit y un élément de IR1. Déterminer la limite de la suite de terme général ""(l)
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8. Soit (o,),.^ Ia suite de fonctions définies sur [0, 1] par :

un(r): run@)

On note Mnle maximum de la fonction r.r, sur [0, 1].

a) Montrer que :

,,, (-:-) , 2(o'- i)
\n+a/ - n|-a

b) Étublir l'encadrement :

2(a-l) <hI-<2(a-1)
En déduire un équivalent simple de Mn lorsque n est au voisinage de *oo.
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