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' L'objet du problème est une étude de gain associé à un jeu-:de pile ou fare. La première partie permet
d'établir quelques résultats liminaires d'analyse ; la seconde partie étudie la stratégià a,oo ;ou'"o..

Daas tout le problème, on désigne pax n un nombre reel appa"rtenant à 10, U.
...

PARTIE I

1. Pour tout nombre entier naturel n, on pose :

s(n,0)=l+a+x2+...*xn
Calculer s(n, 0) et sa limite lorsque n. tend vers +oo.

s(2, 1) = 1 * 2 a *3 12 +... + (n + l) x"

a) Exprimer (1 - r) i(n, 7)à l'aide de s(n, 0) et en déàuire la limite de s(n, I) lorsque z tend vers *oo.
b) Retrouver ce résultat à l,aide de la dérivation.



3. Plus généralement, pour tout couple (n,, r) de nombres entiers na'turels, otr pose :

§ (n, ,) =DCi+u ,u
rt=0

a) On suppose que n et r sont non nuls. On rappelle que, pour tout nombre entier naturel non nul & :

^T /1r 
- 

rrr-lur*,t-wr*k-L-vk+r-l

En déduire que :

:

(1 - ,) s(n, r) : s(n, r - 1) - Cl*, 7.n+r

b) Déterminer les limites des suites de termes généraux n' t" et Cf,ar.r' lorsque n' tend vers +oo' En

déduire par récurrence que, lorsque n tend v€rs *oor s(n, r) tend vers la limite :

s(r) : 
G _;r=

c) Soit y un nombre réel strictement positif. Déterminer suivant Ia valeur de g la nature de la série de

t"r*" gJnO.ul (Cî*o yu), le nombre r étant fixé' '

PATUIIE II

On désigne par n. et N des nombres entiers naturels non nuls. On coniidère une succession (éventuellement

innnle) aJ;"t, d,une pièce. On suppose que la probabilité d'obtenir pile lors dlun jet est 1 - r et que la

probaÉilité-d,obtenir face est r. Les jets sont supposés indépendants.

On désigne eofio pa, S, le nombie dé fois où j'on a obtànu pile au cours des n premiers jets, par Ç le

numéro au ;et of l'on obtient pile pour la rziè*" fois'

A) 1. Préciser la ioi de ,9,r. Calculer l'espérance et la variance de cette variable aléatoire'

2. Préciser la loi de ?r. Calculer l'espérance et la variance de cette variable aléatoire'

3, L,objet de cette question est de calculer l,espérance et la variance de T,.

soient ,t un nombre entier naturel et r un nombre entier naturel non nul.

a) Montrer que l,événemglrt {?} = k + r} est realise si et seulement si les événements {St+.-t = r - 1}

et ,, pile est obtenu ", ir1;y';;" ;"i ,' l" ,ooi. En déduire la loi de 4. vérifier que la somme des probabilités

des événements {T' : k * r},où k appartient à IN' est égale à 1'

b) Calculer l,espérance de Ç en utilisant la limite s(r) de la suite s(n., r) introduite dans la partie I'

c) Calculer de même E (jr]) + E(T,) ' En déduire la variance deT''

B) on décide que le jeu s,arrête dès que soit pile, soit face a été obtenu pour Ia lrrième 1oi'' Soit z Ie nombre

de jets nécessaires pour que le jeu s'arrête'

1. Donner l'ensemble des valeurs que peut pretdre Z'

2. En utilisant une méthode a.nalogue à celle de la questiorr A) 3. a), déterminer, pour tout nombre entier

naturel k, Ia probabilité pour que le;"o ,'rrrâil au (ru + k)ièn'u jet, piie étant obtenu pour la Niè*" fois'

3. Donner la loi de probabilité de Z.



C) Soient a un nombre réel strictement positif et ) un nombre reel strictement supérieur à 1'

Uajoueurpario delr-açon s-ü-rvante.lo.s d-,rdè*Èje-t; ilmisofa-sr-m'rne aÈL (en franes)'

- Si pile sort, il reçoit la somme Àan-L et il perd sa mise ;

- sinon, il perd sa mise.

On désigne par Gn la somme des profits et des pertes (celles-ci étant comptées négativement) du joueur

upri,, *" [iu*à ,r".j, (qui survient àonc à l'issue du jet ayant pour numérs T").

1. Dans cette question, on suppose Qll€ 0 = 1 (le joueur parie donc un franc à chaque jet)'

a) Exprimer Gr en fonction de 7r et calculer l'espérancê'de G1'

b) Plus généralement, pour tout nombre entier naturel non.nul r, exprimer G' en fonction de 7} et en

déduire l'espérance de Gr.

2. Dans cette'question, on suppose que a > 1 3l q§C tlr' < t '
a) Exprimer G1 en fonction de afr

Déterminer a en fonction de À de telle sorte que G1 ne dépende pas des valeurs prises par fi '

Dans le cas général, étudier l'existence des espérances de a4 et de Gr' Lorsque ces espérances existent'

les calculer.

b) Exprimer Gz en fonction de a4 et de aT'. Étrrdiur l'existence et déterminer la valeur de l'espérance

de Gz.

c) Soit, plus généralement, r
l'existence de l'espérance de Gr.

un nombre entier naturel non nul. En utilisant la même méthode, étudier

Montrer que, si cette espérance existe, alors :

'- L -',:(t -'.1, 1 t, - 
^1r 

-,y1E(G") = o - l l-r 
- 1P r"y' I L'

d) En déduire, si elles existent, la limite de ,E (G') lorsque r tend vers +oo et la limite de E (G') lorsque

o tend vers 1 par valeurs supérieures.

3. Dans cette question, on suppose que o ( 1'

a) Les conditions d,existence de l'espérance de a4 soirt-elles vérifiées ? La formule de la question 2' c)

reste-t-elle valable ? Eu déduire la limite de E (G,) lorsque r tend vers +oo.

b) Soit 97. la somme des profits et des pertes réalisés lors du kiè'" jet' Exprimer 96 en fonction d'une

,u.irbl" de Bernoulli associée au /ciè"" ;et'
c) soit fr- le gain (algébrique) réalisé après m jets. calculer I',espérance de H^ et la limite de E(H*)

Iorsque rn tend vers *oo.


