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Dans tout le problbme, on designe par a un r6el strictement positif et par K une fonction de [O, t-[ 
dans R de la forme: 

K ( x )  = P (x).exp -- ( ;a) 
où P est une fonction polyn6me de degré inférieur ou @al A 2. 
L'objet du problbme est la recherche des fonctions continues f de [O, t-[ dans R telles-que l'on ait pour 
tout r6el positif x: 

f ( x )  = ~ ( x )  + jo+k(x + t)f(t)dt. ( 1 )  

les trois parties du probldme sont inddpendantes les unes des autres. 

PRELlMlNAlRE 
On considère pour tout entier naturel n l'intégrale Jn(a) définie par: 

a 
En raisonnant par rhrrence sur n, Otablir la convergence de cette intégrale et prOciser sa valeur en 
fonction de n et a. 

f J,ia) = Io+" i"exp(--)dt. 

PARTIE I 
Dans toute. cette partie, on suppose que P(x) = 1. 

1 O )  Soit f une solution de (1). Montrer qu'il existe un réel c tel que f = cK. 

2") On considbre réciproquement une fonction f = cK, où c est un nombre r6el donné. 
A quelle condition sur c cette fonction est-elle solution de (l)? 

3O) Etudier, selon les valeurs prises par a, l'existence des solutions de (1) et en deduire leur expression. 
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PARTIE II 
Dans toute cette partie, on designe par 1 un nombre del  et l'on suppose que P(x) = ka t x. 

1 O) Soit E l'espace vectoriel engendre par les 2 applications de [O, t+ dans R: 
#o(x) = exp( -z>  ; #l(x)- = -exp(-z)  X 

2a a 2a 
Montrer que gl) est une base de E. 
Soient $ un Mment de E, et w la fonction définie pour x r. O par: 

Prouver que cette int4grale ~ ( x )  est convergente, et montrer que ty est un dlement de E. 
Montrer que l'application u: +E E + u(@) = VE E est un endomorphisme de E. 
Etablir que sa matrice dans la base 
ddpendant que de X que l'on explicitera. 
u est-il un automorphisme de E? 

y(x) = j0+k(X + f)#(t)df. 

q1) est de la forme a2 M(X) où M(X) est une matrice ne 

2") Soit f une solution de (1). Montrer qu'elle appartient B E. 

3") On consid4re reciproquement une fonction f = a,,.Q al.$l de E, OÙ a,, , al sont des nombres réels. 
a) Etablir que cette fonction f est solution de (1) si et seulement si % , al sont solutions d'un systdme 

de deux 6quations que l'on explicitera. 
b) Rdsoudre et discuter le systdme obtenu. 
c) Representer dans le plan l'ensemble des couples (a2, X) pour lesquels l'dquation (1) n'a pas de 

solution (on portera a2 en abscisse et X en ordonnée). 

PARTIE 111 
Dans toute cette partie, on suppose que P(x) = 3a2 - 4ax t x*. 

1 O) On considère la matrice M definie par: 
2 

M = [l 3. 
Determiner les valeurs propres Xl, h, X3 de M (avec X1 > & > X3). 
Déterminer un vecteur propre associe ii chacune des valeurs propres. 
(On choisira A chaque fois un vecteur propre dont la 3' composante est @ale ii 1). 
En dMuire une matrice inversible P telle que: 

M = P.[: :].FI. 
4 O O 

Calculer l'inverse de la matrice P. 

Tournez lu page S,V.P. 
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2") On considhre les trois suites (Un), (vJ, (Wn) définies par: 
un+, = un +2vn +6w, et u,-, = 3. 
vn+, = -un +2w, et vo = -2 .  
wn+, = 11, +2v,  +2w,  et w, = 1. 

a) A l'aide du rdsultat prOcedent, expliciter un, Vn , wn . 
b) Etudier la convergence et calculer les sommes Oventuelles U, V, W des trois séries suivantes: 

C a3"u,, ; C asnv,, ; C a3rw,,. 
&O 020 &O 

3') On ddfinit une suite de fonctions de [OB td dans R par go = K, puis: 

g,,, (XI = j0+h + og, ( M t  
et l'on pose alors: 

= 2 gk(x)* 
ka0 

Prouver par rkurrence que gn est bien definie et qu'il existe trois nombres réels a,, P n ,  yn tels 
que l'on ait pour tout rOel positif x: 

g,,(x) = a 3 n  (a,, a2 + 2p, Qx + 'y, x2)exp( -z). 
A l'aide des rdsultats prkddents, on explicitera les expressions de a,, pn , yn . 
Vdrifier que, pour tout entier naturel n et tout r4el positif x, on a: 

fa+&) = K ( x )  + I + k  + f ) f , ( f )df .  

2a 

O 

4') On suppose que 4a3 < 1 et l'on definit pour tout réel positif x: 

L ( X )  = (Ua2 + 2 var + wx2 )exp 

a) Montrer que, pour tout rOel positif x, la suite (fn(X)) converge et exprimer sa limite en fonction de 
L(x) * 

b) Montrer que la fonction L est solution de (1). 

5') Soit f une solution de (1). Montrer qu'elle est nécessairement de la forme: 

(-3 
(-3 

f ( x )  = (AU' + 2 ~ a r  + CX' )exp 

6') On considbre rtkiproquement la fonction f définie par: 

a) Montrer que f est solution de (1) si qt seulement si A, 6, C vdrifient: 

(l3-a3.f] = 131 avec: 1, = [a, 
f ( x )  = (Au2 + 2Bax + Cx')exp 

1 O O 

pl. 
b) Pour quelles valeurs de a ce systbme admet-il une solution unique et quelle est alors cette solution? 

7') Etudier, selon les valeurs prises par a, l'existence des solutions de (1) et en déduire leur expression. 

FIN 
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