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Sont autorisées:

-. Règles graduées.
-. Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et

alphanumériques, à fonctionnement autonome, sans imprimante, sans
document d'accompagnement et de format maximum 2L cm de long x 15
cm de large.

oBJECTTF DU PRoBr,Èun

On note B l'espace u".to.i"l sur IR des fonctions à 1alçu.1is réelles, continues sur un intervalle [o, ü] oit

o < ô. On rappelle qu'une fonction af;Ene sur urrintervalle J"est une fonction / définie sur J par une relation
de la forme : f (t) -- ot* 0, où o et B sont des nombres réels.

Étant donné un nombre entier n ) 2 et une subdivision de [o, à], c'est-à-dire une suite strictement

croissante on=(xs, rr,..., rn)den*1élémentsde[o, à],avecr0=aet tn=b,onnote E(o") l'ensemble

{es fonctions / définies sur [o, à] telles que chacune des restrictions de / aux intervalles [r1, r1."1], où À

prend les valeurs 0, 1,..., n- 1, soit une fonction a{üne.

L'objet du problème est d'étudier l'approximation d'une fonction de classe C2 sur [o, à] par des éléments

de E (o") .

PARTIET:étudedeE(o2)

Dans cette partie, on prend n=2. Ainsi co =aet rz=b. On pose c= tr.

1. Montrer que E(o2) est un sous-espace vectoriel de E.



2. Soit / un élément de E(o2). Calculer /(ü) en fonction de f(a), /(ô) et /(c) pour a 1t 1c, puis
pourcSü<à.

3. Soit iD l'application de E (o2) dans IR3 définie par : ô(/) = (.f(o), /("), /(à))
Montrer que iD est un isomorphisme d'espaces vectoriels. En déduire la dimension de E (o2) .

4. On définit troiséléments 10, h et /2 de E("r) par les conditions:

o(.fo)=(1,0,0); o(Â)-(0, 1,0); a?z)=(0,0, 1)

a) Représenter graphiquement les fonctions fo, h et lz.
b) Montrer que (.f0, h, îz) est une base de E ("r) .

5. On considère les fonctions go, gr et 92 définies sur [a, à] par les relations :

co(r) = l, - al s1(t) = lt - cl s2(t) = lt - bl

a) Montrereue(go, gr, gz) estunebasede E("r).Calculerlescoordonnéesdechacunedesfonctions
go, gt et ÿ2 sur la base (î0, h, lz).

b) Soient a, B et 7 des nombres réels non nuls. On pose :

^=(i r'ù
Montrer que la matrice .A est inversible et calculer son inverse.

c) En déduire les coordonnées de chacune des fonctions lo, h et /2 sur la base (go, gt, gz).

PÂRTIE ll z étude de E (o")

Danscettepartie, onprendo =0, ô= 1et îk=! pourtout nombreentiernaturel& ( n. L'espace
n

vectoriel E ("") sera noté plus simplement E,

1. Prouver que En est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel.E des fonctions continues sur [0, 1].

2. Soit o l'application de,o, dans m"+l.a?nni" pàfi 6(f) = (/(ro) , 1(rr),..., l@n))
Montrer que O est un isomorphisme d'espaces vectoriels. En déduire la dimension de En.

3. On définit une famille (fo, h,..., f") de n * 1 éléments de .8, pa.r les conditions :

O(/*) = (0,..., 0, 1, 0,..., 0)

lenombre 1étant àla(È*l)ième place. Autrement dit, f*@*) = 1et î*(r) =0pour j *k.
a) Montrer gue (.f0, h,..., l") est une base de,U,.

b) Montrer que, poür tout élément g de En, on a l'égalité :

e=Ë s@x) îx
È=0

4. Pour tout nombre entier naturel ,t ( n, on considère la fonction 91 définie sur [0, 1] par la relation :

sk(t)=lt-r*l
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a) Montrer que les fonctions 91 appartiennent à .Or,.

b) Soit (Às, Àr,..., À,,) urt élément de IR'*r. On pooe :

c =i\r sr
Ë=0

Soit j un nombre entier compris entre 1 et n - 1. Si on suppose que ,tri f 0, montrer que la fonction g
n'est pas dérivable en îi.

5. a) En déduire que lafamille (go, gr,..., gn) est libre. Est-ce une base d,e En?
b) En déduire aussi que îo, 1t,..., /, peuvent s'écrire sous la forme :

"fo=Àogo*ltogt*uoga
îx= \xgr-t* tr*g**vtg*+r si 1 ( È ( n- 1

l, = )\ngo * ltngn-r * vngn

(Pour les entiers À compris entre 1 et n - L, on commencera par montrer eue .fr est de la forme :

î* = a*ao * Àrgr-r * lt*gx * v*gx+t * 9*go

puis que ak = Pk = 0 en considérant les restrictions de /r aux deux intervalles [ro, ,r] et [cr-1, or].)
c) Calculer, à l'aide des resultats de la partie I, les nombres )\p, py et vy.

.. 6. Application. On considère la matrice carrée.4, d'ordre n * I dont l'élément 6" 1o;ième 1igne et de lajiè" colonne est li - jl. Ainsi :

/ 0 I 2 n-l n \
I r o 1 n-2 r,-tl
I z 1 o n-B n-zl

A^=l : : : : : : , I

l"-1 n-2 1 0 I I

\ " n-l 2 I 0 I
a) calculer les coordonnées de gÈ sur la base (fa, h,..., l). Interpréter la matrice :

Pn=! Ann r,,-i
b) Prouver que la matrice .4, est inversible et calculer son inverse.

PARTIE III

Dans cette partie, on approche une fonction de classe C2 sur [0, 1] par des éléments de En.

l. On considère une fonction f de classe C2 sur un intervalle [o, ü] (où o < b) telle que l@) = 1$).
Soit c un élément de ]a, à[ et o2 - (a, c, b).

a) Soit p un élément de E (o2) tel que p(a) = p(b) = 0. ÉtaUtir l,égaliré :

1b

J" v(t) f"(t) dt = [/(c) - î(o))[e,Q) - ç,(o)]

b) Déterminer un élément g" de E (a2) tel que, quelle que soit / :

1b

I e"(t) T"(t) dt = "f(c) - T@)
Ja

Frÿ t!
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