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Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par En l'espace vectoriel sur R
des applications f de classe C" de B dans R telles que f et sa dérivée ni¢me
) soient bornées sur B. On note alors pour tout élément f de En:

M, = suplf(x)] e M, = supf*”(x)
L'objet du probléeme est d'établir que En est inclus dans Ek pour tout entier k
tel que 1 < k < n, puis d'obtenir unq(maonazign de M, en fonction de M, et M .

W

PARTIE |

On suppose dans cette partie que n = 2 et soit f un élément de E2.

1°)Une premiére majoration de Mi.
a) Justifier l'inégalité suivante pour tout réel x et tout réel h:

¢ M h2
(1) |fGx+h)-fx)-h'(x) < 22.

b) En déduire que, pour tout réel x et tout réel h strictement positif, on a:
M, h
P

2
puis en déduire que E2 est inclus dans Ei.
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¢) Etablir que:
M, < 2/M, M,.
On pourra étudier les variations de la fonction u définie pour t > 0 par:

u(t) = %_’.ﬂ
t 2

2°)Une seconde majoration de Mi.
a) Soit t un nombre réel strictement positif. En appliquant I'inégalité (1)

avec h =t puis h = -t établir que, pour tout nombre réel x:

M
If'(x)l < _.2_t+ﬂ0_
2 t

b) En procédant comme précédemment, en déduire une nouvelle majoration
de M, en fonction de M, et de M,.

PARTIE I
On suppose dans cette partie que I'entier n est supérieur ou égal a 2, et l'on
désigne par f un élément de En, par hy, hy, .., hy.y n-1 nombres réels non
nuls et deux a deux distincts, et l'on pose pour tout nombre réel x:
r 2 a-1 ]
L W
F(x) f/(x 1! 2! (n—1!
2 ~1
E,(x) 770 h ko k
. = H,_.| . avec H,, = | 11 g (n=Dt |
F,,(x) £ ) e KL
12! (n=1)! ]
1°)Inversibilité de la matrice Hn-1.
a) On considére le systéme d'équations suivant:
- xl [§ QPR 0
i X, | 0
H_ | 2| = |/}
X, 0
Montrer que x;=x,= .. =x_,,=0. On pourra considérer la fonction-polynéme:
P(t) = ety Ta yeesy +22p4x
(n—D! (n-=2)! 2!

b) En déduire que la matrice, H,.; est inversible.

2°)Les_inclusions de En dans Ek (1 < k < n).
Soient un nombre réel x et un entier k tel que 1 < k < net .,
a) En  majorant [f(x+h,) - f(x)- F ()l avec [linégalité de Taylor-Lagrange,

établir que:

|F ()| < 2M,+
b) En déduire linclusion de En dans Ex.

2



PARTIE Il

1°)Majoration de M1_et M2 en fonction de Mo et de Ma.

On suppose dans cette question que n=3 et soit f un élément de Es.

En appliquant les résultats de la question 1.2° aux fonctions f' et f, majorer
M, en fonction de M, et de M,, puis M, en fonction de M, et de M,, et enfin

M, et M, en fonction de M, et de M,.

2°)Une__seconde majoration de M1 et M2 en fonction de Mo et de Ms..

On suppose dans cette question que n=3 et soit f un élément de Es.

a) En appliquant lI'inégalité de Taylor-Lagrange a f(x+h) et a f(x-h), montrer
que, pour tout réel x et tout réel strictement positif h, on a:

MR M M,h 4M
’ < 2 —4+20 ” < 2420
| £/ (%) c - et |f"(x) 3 %

b) En déduire de nouvelles majorations de M, et de M, en fonction de M, et
de M,.

3°)Majoration de Mn-1_en fonction de Mo et de Mn.

On suppose dans ceite question que n > 2 et soit f un élément de En.

a) En appliquant les résultats de la question 1.2° a la fonction f(n-2)
majorer M en fonction de M ., et de M.

n-1
b) En déduire par récurrence sur l'entier n (n = 2) l'existence d'une suite de

nombres réels (a,) indépendants de f et tels que:
LA

M < a MM, " avec a,

n-1

c¢) En déduire que:

IA

n—-1 _n-1
2" al .

4°)Majoration de My en fonction de Mo et de M (0 < k < n).
On suppose dans cette question que n 2 2 et soit f un élément de En.
Déduire par récurrence de la majoration obtenue précédemment pour M,

que, pour tout entier k compris entre 0 et n, on a:
k(n-k) n—k k

M, £ 2% M M

PARTIE IV

On se propose enfin d'établir que les majorations obtenues en 1.2° et I111.2°
sont optimales. A cet effet, on considere pour tout entier p = 1 la fonction

w, définie sur 10,'"1] par:
2 si 0 £ x < 1——l~

2p
2sin(pr(1-x)) si -
p oy

w,(x) =

74N
=

1A
[y



et prolongée a R par
w,(=x) = w,(x) et w,(2+x) = -w,(x).

a) Etudier la continuité et la périodicité de wp.
Représenter graphiquement w, sur R.

b) Soit v, la primitive de w, s'annulant en 0.
Donner [I'expression de vp(x) pour 0 £ x £ 1.
Exprimer vp(-x) et vp(2+x) en fonction de vp(x).
Représenter graphiquement v, sur R.

c) Soit u, la primitive de v, sannulant en 1.
Donner [l'expression de up(x) pour 0 € x £ 1.
Exprimer u

-x) et up(2+x) en fonction de u_(x).

o o

Représenter graphiquement u, sur R.
d) Déterminer les réels suivants:
My(p) = sxtelglu,,(x)} ., M (p) = sup

w)| , My(p) = sxggiu,',’(x)l.
Quelles sont les limites de M (p), M,(p) et M,(p) lorsque p tend vers [linfini?
En déduire que la majoration de M, en fonction de M, et de M, obtenue a la

question 1.2° est optimale.
e) On désigne par U_ la primitive s'annulant en 0 de la fonction u

P p’
Montrer a l'aide de cette fonction U, que les majorations de M, et de M,
obtenues précedemment en I11.2° sont optimales.
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