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Dans tout le problème, on désigne par n un nombre entier naturel non nul.

PARTIE I

On se propose dans cette partie de calculer pour tout entier p > 1 la somme:

S,(p) = l*" = l"+2"+...+p".
t=1

Soient R [X] I'espace vectoriel des fonctions polynômes à coefficients réels

et (Pr) la suite de fonctions polynômes définies par Po(x) = 'l et, si k > 1, par:

PrG) =#=àfr(x-i).
0n considère I'application À de R [X] dans lui-même associant à la fonction

polynôme P la fonction polynôme 
^P 

définie par: (^PXx) = P(x+1) P(x).

a ) Prouver que 
^ 

est un endomorphisme de R [X], puis déterminer son noyau.

b) Soient j, k des entiers naturels. 0n rappelle que 6l =ÀoÂ0...0À (j fois),

et 
^o 

désigne par convention I'application identité de R IX ] .

DéterminerÀPr,puisliPrendistinguantlescasj<
c ) Prouver que (Po, Pl, ... , Pn) est une base du sous-espace de R [X] constitué

des fonctions polynômes de degré inférieur ou égal à n, et établir la formule

suivante pour toute fonction polynôme 
" 

P de degré inférieur ou égal à n:

P(x) = ltdrxo).Pr(x).
t=0

d ) En déduire que 
^ 

est surjectif , puis, pour toute fonction polynôme P de

degré n, établir I'existence d'une unique fonction polynôme Q, de degré n+1,

telle que:

Q@+|)-QG) = P(x) et Q(0) = 0.

0n note Qn la fonction polynôme telle que Qn(x+1) - Q,,(x) = xn et Qn(O) = Q.

e) Exprimer Sr(p) à I'aide de Qn et de p, et expliciter Qn et Sn(p) pour n < 3.
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PARTIE II
On établit dans cette partie quelques résultats probabilistes.

1 o )Fonction génératrice d'une variable Aléatoire.
On considère un entier naturel p et une variable aléatoire X à valeurs dans
I'ensemble {0, 1, , p}.

On lui associe la fonction suivante, dite 
rfonction 

génératrice de X:

t ) Gr(t) = IrfX=k)tk.
t=O

Déterminer la fonction génératrice de X lorsque:
a) X suit une loi de Bernoulli de paramètre À (À réel tel que 0 < î. < 1).

b) X suit une loi binômiale de paramètres n et À (À réel tel que 0 < l. < 1).

2o)Fonction génératrice d'une somme de variables aléatoires indépendantes.
On considère désormais des entiers naturels pr , p 2, ... ,g n et des variables

aléatoires Xr , X 2, ... , X n déf inies sur un même espace probabilisé, indépen-

dantes et à valeurs dans {0, 1, , pr}, {0, 1, , Fz}, , [0, 1, ,pn]
respectivement. 0n note alors: Yn = Xr + X, + ... + Xn.

a) Etablir que la fonction génératrice de Yz=Xr+X2 est le produit des

fonctions génératrices de Xl et de Xr.

b ) Exprimer la fonction génératrice de Yn = X1 + Xz * + Xn à I'aide des

fonctions génératrices de X,, de X2, ... , de Xn.

Retrouver le résultat obtenu en 1'(b) à partir du résultat obtenu en 1'(a).

3 o 
) Etude d'un cas particulier.

On suppose de plus que, pour tout entier k tel que 1 < k < n, la variable
aléatoire Xk suit une loi uniforme sur t0, 1, , k-1I, autrement dit:

f(X*=O) = P(X*=t; = = P(Xr=t-l) = +k
a ) Calculer I'espérance et la variance des variables aléatoires Xk (1 < k < n),

puis de la somme Yn = Xr + X, + ... + Xr.

0n convient de noter la fonction génératrice Gn de Yn sous la forme suivante:
a(r-l)

G^(t) = *tco.*tk.

b ) En exprimant Gn*r en fonction de Gn, déterminer cn+1,k en fonction des

coefficients cn,k, cn,k-.1, ... , cn,k-n

c ) Montrer que les coef f icients cn, k sont entiers naturels et calculer leur

somme pour 0 s k s n(n-1)/2.



PARTIE III
0n considère un tableau s = (s[1], s[2], , s[n]) dans
variables sont de type entier et où les n entiers 1 , 2, ... , nun ordre quelconque aux n variables s[1], s[2], , s[nJ.
L'objet de cette partie est r'étude de l" comprexité de
suivant, visant à ranger dans I'ordre croissant les éléments

lequel toutes les
sont affectés dans

I'algorithme de
de ce tableau

tri
s:

begin
lor i:=1 to n-l d o

lor j:=1 to n-i d o

end;
s[j+ 1 ]);

(la procédure Echanger(x, y) permute /es valeurs des variables x, y).

1')
On suppose dans cette question que r = g. lndiquer les valeurs contenues dans

l::.^,::',1,0^':t ^,:lll,^ illll ,:lrl . 
après. 

.9.haque appet de ta procédure Echanserlorsque I'on affecte initiarement à (s[1], s[2], slal) res six ,|]i],]",r;;;;r;'r,(1,2, 3) ; (2,3, 1) ; (3, 1, 2) ; (i, S, e; ; (3, 2, 1) ; (2, 1, 3).on précisera à chaque fois le nombre total d'appers de la procédure Echanger.(on présentera les résuttats obtenus dans six tabteaux distincts).

2 o )Action de I'algorithme.
a ) Déterminer la valeur contenue dans
bo ucle su ivante:

s[n] à I'issue du passage dans la

lor j:=1 to n-1 d o

b ) En déduire ra vareur contenue en fin d'argorithme dans s[k] pour 1 < k < n.

3 o )Complexité de I'algorithme.
a ) Exprimer en fonction de n le nombre de comparaisons d,entiers (r) effec-tuées au cours de I'algorithme.
b ) Exprimer en fonction de n les nombres maximal et minimal d,appels de laprocédure Echanger au cours de I'algorithme. on explicitera des tableaux spour lesquels ces maximum et minimum sont effectivement atteints.

Dans lasuite, onassocieau tableau s etàtoutentier ktel que 1<k<n:
- la somme Vn(s) = U1(s) + U2(s) + ... + Un(s).
0n dit que vn (s) est le nombre des inversions du tableau s, autrement dit le
nombre des couples d'entiers (i, k) tels que:

1<i<k<n et s[i] >s[k].



4 o )Nombre d'appels de la orocédure Echanger.
a ) Lorsque stj] > s[j+1], indiquer I'effet de l'échange des valeurs de stjl et
s[j+1] sur le nombre des inversions du tableau § = (s[1], s[2], , slnj).
En déduire le nombre d'appels de la procédure Echanger lors du tri de s.

b ) On suppose dans cette question que n = 3. Préciser (Ur (s), U, (s), Us (s)) et

v r(s) lorsque I'on affecte . initialement à § = (s[1], s[2J, s[3]) les six valeurs:

(1, 2, 3) ; (2, 3, 1) ; (3, 1, 2) ; (1 ,3,2) ; (3, 2, 't) ; (2, 1, 3).

c) Rédiger un algorithme de calcul de u*(s) (où 1 < k < n) et de vn(s).
(Les candidats sonl tenus de rédiger /es algorithmes en langage PASCAL,
en conservant toutef ois les noms des variables introduites dans l'énoncé).

On suppose dans la suite que les différentes façons d'affecter les n entiers
1 , 2, , n aux n variables s[1], s[2], ., s[n] sont équiprobables, et I'on note:
- S n I'ensemble des différents tableaux s ainsi obtenus.

- On I'ensemble des n-uplets (ur,u2,... ,un) d'entiers tels que 0 < uk < k pour

tout entier k tel que 1 < k < n.

On considère U1, U2, ... , Un comme des variables aléatoires sur l'ensemble Sn.

5')Bilectivité de l'application s -» (Ur(s). Uz(s).... Un(s)).
a ) Vérifier que I'application associant à tout tableau s de Sn

le n-uplet 1U, (s), U2 (s), , Un (s)) prend ses valeurs dans Ç) n.

b) Soit s un tableau de Sn tel que U,(s) = ut, Uz(s) = u2,... , Un(s) - un.

- Déterminer s[n] en fonction de un.

- Expliquer de même comment I'on peut obtenir les valeurs de s[n-1], , s[1]
en fonction de un-.,, ..., u1.

c ) Montrer que I'application s -à U(s) est une bijection de Sn sur C) n.

En déduire le nombre des tableaux s de Sn tels que Ur(s) = uk pour tout entier

k tel que'l < k < n et tout entier u* tel que 0 < ur . k.

6 o 
) Lois des variables aléatoires Ur . Ue. ... . Un.

a) Déterminer la probabilité P(Ur = u1, Uz = uz Un = un) pour tout n-uplet

(u,, u2, ... , un) appartenant à Q n.

b) Déterminer la probabilité P(U*=u*) pourtoutentierktel que 1< k<n et

tout entier u* tel que 0 < ur . k.

En déduire la loi de Uk et I'indépendance des n variables aléatoires U,, ... ,Un.

c ) En déduire en fonction de n I'espérance et la variance du nombre d'appels
de la procédure Echanger au cours de I'algorithme, et donner des équivalents
simples de ces expressions lorsque n tend vers I'infini.


