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Règles graduées.
Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, à fonctionnement autonome, sans imprimante, sans
document d'accompagnement et de format maximum 21 cm de long x 15

cm de large.

PROBLÈME 1

Soit E un espace vectoriel réel ; on note 1/(E) l'algèbre des endomorphismes de E, O l'endomorphis-

me nul de E, e l'endomorphisme identité de E.

Pourtout gde l/|(E), on notee0= e, g1 =e, et, pourtoutentiernaturelntelque n>2:<pn =qn-1 orp.

Soienl o p, q deux éléments de !/:l(E) non nuls et tels que p + q = e,

o a, b deux réels distincts et non nuls,

o f un élémentde tl/(E) telque:

f f=ap+bq
It2=a2p+b2q.

1. a. Montrer: 1) (f - ae) " (f - be) = (f - be) o (f * ae) = Q .

2)lt-39=(b-a)q
It-Oe=(a-b) p.

: poQ-Q"p-O.

P"P=p et qoQ=Q.

2.

3.

Prouver, pourtoutn de lN : fn=an p + bnq.

Calculer:t"11 o*1n\'"\â''b"/
Montrer que f est bijective et exprimer f -1 à l'aide de p, q, a, b.

Montrer que l'ensemble des valeurs propres de f est { a, b }

En supposant que E est de dimension finle, f est-il diagonalisable ?

b.

c.

a.

b.

é..

b.

4.

En déduire

Montrer:



lt o o\ /ts-oo20\
lt. Onconsidèrelesmatricesl= lo 1 oletU=lo 3 oldeM3(lR) ;

\o o 1l \-4 24-51

on note 0 la matrice nulle'

1. Montrer qu'il existe (,, 0) e lR2 tel que M2 = cr M + p I et calculer (.,, 9).

2. En déduire deux réels a, b lels que :

(M-aI)(M-bI)=s.

3. Montrer qu'il existe un couple (A, B) d'éléments de M3(lR), que I'on exprimera en fonction de M et I,

telque :

f n+a=t
laA+bB=M.

4. En déduire la valeur de Mn pour tout n e lN (on donnera de façon explicite les neuf coefficients de la

matrice).

PROBLÈME 2

Les partles I et II sont indépèndantes. La résolution de la partie III utilise les notations et des résultats des

parties I et II.

Partie I

A. Soit f I'application de ïO ,i] Oans lR définie par

I f (o) = 1

letI o* .10 ,î] , r(*)= #
1. Étudier les variations de f sur 1, ,i1

2. Montrer que f est dérivable en 0 et préciser f '(0).

3. Prouver que f est de classe '(1 sur to ,â I

4. Tracer la courbe représentative de t dans un repère orthonormé (unité : 5 cm).

B. Soit g une application de classe 71 sur [0,1].

1. Montrer, à I'aide d'une intégration par parties, qu'il existe un réel A > 0, tel que pour tout réel x > 0 :

lIsin1*t;s(t)otl= +'Jo



2. En déduire la limite quand x tend vers + oo de
p1

I sin(xt)s(t)dt .

Jo

C. Soit P un polynôme à coefficients réels tel que P(0) = 0.

1 . On nomme «p l'application de ]0, t ] dans lR définie par «p (x) = 
: 

tï'i
srn 

2
a. Exprimer g à I'aide de la fonction f étudiée au A.

b. En déduire que q possède un prolongement de classe '(1 sur [O,t ]. t-e définir.

z. Montrer enf in que rim |. 
' ,u, 

sin (n + * )rt dt = 0 .' n-ri*I " nt
]r0 Sln2

Partie II

On désigne par E I'espace vectoriel des polynômes à coefficients réels et par h I'application de E dans E qui,

à tout polynôme P, associe le polynôme Q = h (P) défini par :

vxerR, e(x) = 
/i,-x)p(t)dt 

. Ë[r'p(t)dt.

A. Étude de h.

1. SoitPeEetQ=h(P).

a. Montrerque: vxetR, Q'(x) = -,[.i,,,0, - / 
0,,,0,.

b. Calculer Q ".

2. Montrer que h est une application linéaire et que

- le noyau deh,,/{er(h), est l'ensemb_le des polynÔmes constants,

- I'image deh,,{m(h), est I'ensemble des polynÔmes Q telque Q(0) = Q'(0) = Q'(1)= 0. (On pour-

ra calculer pour un tel polynôme O, h (O .).).

B. Étude d'une suite de polynômes.

On considère la suite de polynômes (Pn)n.111, définie par

I vxelR, P1(x) = {-^let
I on r 2 , Pn= h(Pn_1) .

1. Calculer P2 et P3.

2. Quelles sont les valeurs de Pn(0), P'n(0) et P'n(1), pour n > 2 ?

3. Exprimer, en fonction de n, le monÔme de plus haut degré de Pn.

f1
4. Déduire du II A. 1.la relation:pour n >2,P; = I Pn-1 (t)dt - Pn-l .

Jo



Établir alors, pour k e lN", les deux relations :

11 - t'1

vn)2, f t1,1.o.(krt)dt = :O I t"-,1,;"o.(krt)dt
Jo $nr Jo

l1
vn) 1, 

Jnt,,).o.(knt)dt= #

purs

Partie III

A. t. Étabtir, pour tout N entier naturel non nul :

N sinrru+1tt
VtelO,nl , Icos(kt)= ' 2' -1'k=112

2sin i
2. En déduire, pour N et n entiers naturels non nuls,

î+ =*2î[ *,,, 1,i]#-i) .,
k=1 k Jo \ zsrnT r

puis

*æ 
-zn f1t +=-n" I r^1tyot

k=1 k- ' Jo
+æ +æ +æ

3. Application. Montrer que les sommes de séries I + I I , "t I, +k=t kt k=t k" k=t kb

peuvent s'exprimer sous la torme f oùr a et b sont des entiers que l'on calcutera.

2n

B. 1. On pose Pn - àr,,0 
*'.

Montrer que, pour tout entier n > 2 '.

ân,o=0,

ân,t=0'
1 'F' ân-l,Pqn'2-2 

r1-o p.1 '

â.-r ^-cân,p = - ,Cï , pour tout entier pe [3,2n].

2. Le but de cette question est d'écrire un programme permettant de calculer le réel Bn tel que
+É,/
\. ' - o,rrn,
Y11 1t2n 

- vr

pour un entier n, 1 ( n ( 25, donné par I'utilisateur.

a. Quel type de variable informatique est adapté à la représentation d'un polynôme ?

b. Écrire un programme en PASCAL qui calcule les coefficients de Pn puis le réel Bn et l'affiche.


