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:. Ëiflii^i'f*Ti: ,"che, y compris res carcutatrices programmables et
alphanumériques, à fonctionnement autonome, sans imprimante, sans
document d'accompagnement et de format maximum 2l cm de long x 15

cm de large.

Etant donné un nombre entier naturel no;rh'ul n etlrtetrsemble E à n éléments, on appelle involution
de E toute bijection f de E sur lui-même telle que/o/= Id, où Id désigne I'application identique de E.

L objectif du problème est l'étude du nombre Ç d'involutions de E et, en particulier, la recherche
d'un équivalent du nombre Toquandn tend vers + æ.

Partie I z étude du nombre T, d'involutions de E

1. Calculer TrTzet 73.

2. On suppose désormais n> 3.

a ) Déterminer en fonction de T;, où 1 < i < n :

- le nombre des involutions s de [1, n] telles que s (n) - n ;

- le nombre des involutions s de [1, n] telles que s (n) - k, où È est un nombre entier donné de

fl, n - ll.
à ) En déduire Ia relation suivante :

(1) Tn= Tn-r + (n - l) T"-2



3. Rédiger en pAscAL un algorithme permettant le calcul des p premiers termes de la suite (Ir)
pour un nombre entier donné p > 3.

En programmant cet algorithme, expliciter les valeurs de Ç pour n < 10.

Partie ll z interyrétation de T, à l'aide d'une suite de polynômes

On considère la fonction numérique u défrnie sur R par la relation :

,1r'1= "*Pll.l

Pour tout nombre entier naturel non nul n, on désigne par u@) la dérivée nième ds u. On note H n
la fonction numérique définie sur R par la relation :

(2) u@)(x)= Hn(x)u(x)

o. Grittquer le 3o$t Iti.Jdenb.
l. a) Exprimer u' (x) en fonction de u (x) et x.

En déduire la relation suivante, pour tout nombre entier n) 2 :

(3) s@\ (x) - xub-t) @) + (n - \ ub-z)@1

à) Calculer Hs et Hb puis déduire des relations précédentes l'expression de Hn @) en fonction de

Hn-1(x), Hn-2(x) etx.
c) Prouver que H, est un polynôme dont on précisera, en fonction de n,le degré,la parité et le

signe sur [0, + - 1.

d) Comparer Tret H"(l).

2. a) En dérivant la relation (2) et en utilisant la relation entre Hn *1(x), Hn(x), Hn - 1 (-r) et x, éta-

blir la relation suivante, pour tout nombre entier naturel non nul n :

(4) II'|U)= rt ll,it@)

D) Pour tout nombre entier naturel n, exprimer H" (0) et II n (0) en fonction de n. (On distinguera

deux cas suivant la parité de n.)

3. a) Etablir que, pour tout nombre entier naturel n :

ii

H"r(x) + xH'n@) -n H"(x) =g

(On pourra dériver deux fois la relation (2).)



à) Dans toute la suite du problème, pour tout nombre entier naturel n, on note a, la fonction

numérique définie sur R par la relation :

un(x) = n,1x'1e*P (É-o\

Étudier le signe de u n etde /r' sur [0, + -1. Calculer u n(0) a u n'(0).

c) Exprimer u ," (x) en fonction de u ,(x) û. x.

d) En déduire la relation suivante, pour tout nombre entier naturel n et pour tout nombre réel x
appartenant à [0, 1] :

(s)

Dans toute la suite du problème, on posera :

an-

Partie ll.l z recherche d'un équivalent de T,

On étudie tout d'abord un équivalent de T, lorsque l' entier n = 2 p est pair

1. On établit dans cette question un résultat préliminaire permettant d'encadrer une fonction
numérique définie sur [0, 1] à valeurs strictement positives, de classe C2 et satisfaisant aux rela-

tions :

(6) azl(x) < -f, (*)< p2f(*\ /(0)= a f' (0)=0

où a, a, et B sont des nombres réels strictement positifs donnés.

a ) Déterminer des nombres réels )" et 1t tels que la fonction numérique tp défrnie sur [0, 1] par la

relation :
.t*

b . l) u,(x) s unu (x) 3 l" + |) u@)

e@)=L"^p (pr) + pexpl Bt
vérifie 9(0) = a et E'(0) = 0.

Indiquer alors le signe de g sur [0, 1] et exprimer Q'@) en fonction de q(x).

D) Soit u;lafonction numérique définie sur [0, 1] par la relation :

u =Tq'- qf '

tlsh sors tootc Qn l!
[llt, tï {oü§ 7 teretr ...



Calculer zir(0). Étudier le signe de u)', puis celui de zz.

c) En déduire, pour tout nombre réel x appartenant à [0, 1], I'inégalité l@)< q(r).

d)Établir, pour tout nombre réel.r appartenant à [0, 1], I'inégalité suivante :

(7) f{i<fl"*o(P,)* rl

q)

e)Etablirde même que, pour toutnombre réelx appartenant à [0, l] : lçrcràtc lo ùdrl't\.
(8) f exp(ax)<f(x) lrd« d ôcrlc-

'\ 2. ù A l'aide de la relation (5), établir que, pour tout nombre entier naturel p :

QI

Hzpp) *P s exp (l)nrrOl < H2pP) *!*

D) On admet la formule de Stirling : n | - (t)' 'tzrc n

D,après la partie II : H2pp) = 
zo plSA!

En déduire que, pour n = 2 p, oî a:

r, - b.*p(-l)*, 
('t-,)e)'n

c) Donner une valeur approchée du quotient des deux membres de cette expression pour n = 10.

On étudie enfin un équivalent de Tn lorsque I'entier n est impair (n = 2 p + l)

3. On établit par des méthodes analogues à celles de la question trI.1 que, si g est une fonction

numérique définie sur [0, 1] à valeurs strictement positives sur 10, 1l de classe C2 et satisfaisant

aux relations :

(10) o2 s(r)S s" (r) <Ê s(*) I(0)=0 B'(0)=a

où a, d, et p sont des nombres réels strictement positifs donnés, alors, pour tout nombre réel x
appartenant à [0, 1] :

f;lexv(ax)- 1l < s (r) <fie*v@r)

(On ne demnnde pas de justifier cet encadrement.)

a) En déduirê que, pour n = 2 p + I :

H,0): T'.*rli),6 exp,[î H,- {o\

b) En conclure que la relation (9) est encore valable lorsque le nombre entier n est impair.


