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La présentation, la lisibilité. L'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Sont autorisées:

-. Règles graduées.

- Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, à fonctionnement autonome, sans imprimante, sans
document d'accompagnement et de format maximum 21 cm de long x 15

cm de large.

Partie I

1 . a ) catculer lim rn (r - x)

; -+0* x

â)Endéduireque: er- lim ('-I)"
rr-++-\ nl

2. a) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n :

,, = â + *(- r),, 
., 

l,' 

u r!' e-u du

^ -['(r-r)" e-,du< |à)ÉtabtirI'encadrement: oaJ,,ï, 
nr.
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c ) En conclure que :

e-r= lim i g
,-**,In kt

Dans toute la suite du problème, on désigne par N un nombre entier naturel non nul.

Partie II

On considère une urne contenant N boules numérotées de I à N : 81, 82,..., By. On effectue

N tirages avec remise, en supposant l'équiprobabilité des résultats. Pour tout entier naturel i compris

entre I et N, on note X ; la variable aléatoire prenant la valeur I si la boule B; sort lors du i ième

tirage et la valeur 0 dans le cas contraire. On pose :

Sl,, = Xr + X2 +... + Xly

1. Déterminer I'espérance de X i I en déduire celle de Sry.

2. Pour tout nombre entier naturel È, on note p(N, À) la probabilité de l'événement Sl,. = k.

a) Calculer p(N, k) lorsque k > N. Montrer que :

dx,r,)=c*(r- f)' 
-# 

si o<k<N

b) Le nombre entier naturel k étant fixé, déterminer la limite de p(M k) lorsque N tend vers + æ.

Partie III

On considère un ensemble E7y à N éléments. Soit s une permutation de E1g, c'est-à-dire une

bijection de 81,, sur lui-même. On appelle point fixe de s tout élément a de Ey tel que s(a) = 6.

Pour tout nombre entier p tel que 0 S p (N, on note F (N, p) le nombre de permutations de E1g qui

ont exactementp point fixes. On convient que F(0, 0) = 1.

1. a ) Montrer que F(N, ÀD = 1 et F(N, N- 1) = 0
N

à) Montrer que I r(lr, k) = ru t

t=0
2. On pose att = F(N,O). Ainsi, o,y est le nombre de permutations de E7y qui n'ont aucun point

fixe. On convient eue al 6 = 1.

a ) Montrer que, pour tout nombre entier È tel que 0 < t (N:

r(lr, t) = clt aN- t
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à ) En déduire que :

1ÿ

§ I @N-k 
-,

olok r(ru-r) r -'
c ) En raisonnant par récurrence, établir la relation :

,, - { (-t[
N!- ft, kt

d ) Déterminer la limite de @N lorsque Ntend vers + æ.

N!

On suppose désormais N >2.

Partie IV

On considère à nouveau une urne contenant N boules numérotées de 1 à N : 81, 82,..., By. On
effectue N tirages aléatoires, cette fois sans remise. Pour tout entier naturel I compris entre I et N,
on note I; la variable aléatoire prenant la valeur I si la boule B; sort lors du 1ième dmgs et la valeur
0 dans le cas contraire.

l. a ) Déterminer I'espérance de Y iet celle de Y i Y t, où I < i < j < N.

b ) Déterminer la covariance de Y iet I;, où 1 < i <j < N.

c ) Les variables aléatoires Yi et Yi sont-elles indépendantes ?

2. Onpose Tx= Yt + Y2 +... + YN

Déterminer l'espérance et la variance de Ty.

3. Pour tout nombre entier naturel fr, on note q(N, k) la probabilité de l'événement Tx= k.

a ) Calculer q(N, k) lorsque k > N. Montrer que :

q(N. tl= ?N-k , si k < N
k!(N_ÈJ !

b) Le nombre entier naturel k étant fixé, déterminer la limite de q(N, t) lorsque N tend vers + æ.

Comparer ce résultat à celui de la questionll.2 b).

Partie V

t. À t'*ae de la relation établie dans la question IIï.2 c), montrer que, pour tout nombre entier
naturel n> 2:

otn =(n-t)@r-t+ @n-z)
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2. Pour tout nombre entier À tel que 0 < k < N, on pose :

a(n,t) =q(N,N-/,)

a ) Calculer a(lr, o) "t 1(lu, r).

D) Pour 2<k<N, exprimer a(x,t) en fonction de ,t(N,k-1)etde q(N, t -Z).

3. Écrire un algorithme prenant ,V comme donnée et construisant la liste des valeurs ae Ç (X , *) ,

fr variant de 0 à N. On s'attachera à minimiser le nombre d'opérations.


