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Partie I

1. a) Calculer lim ln(l—x)
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2. a) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n :
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b ) Etablir I'encadrement : 0<

1)



¢ ) En conclure que :
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Dans toute la suite du probléme, on désigne par N un nombre entier naturel non nul.
Partie II

On considére une urne contenant N boules numérotées de 1 & N : By, B,,..., By. On effectue
N tirages avec remise, en supposant 1'équiprobabilité des résultats. Pour tout entier naturel i compris
entre 1 et N, on note X ; la variable aléatoire prenant la valeur 1 si la boule B; sort lors du i i¢me
tirage et la valeur O dans le cas contraire. On pose :

Sy=X1+Xo +---+ Xy
1. Déterminer l'espérance de X ; ; en déduire celle de Sy,.
2. Pour tout nombre entier naturel k, on note p(N, k) la probabilité de I'événement Sy = k.

a) Calculer p(N, k) lorsque k > N. Montrer que :

N-k
p(N,k)=c,{‘,(1—l) L si 0<ksN
NN

b) Le nombre entier naturel k étant fixé, déterminer la limite de p(N, k) lorsque N tend vers + oo.

Partie III

On considére un ensemble Ey 4 N éléments. Soit s une permutation de Ey, c’est-a-dire une
bijection de Ej sur lui-méme. On appelle point fixe de s tout élément a de Ey, tel que s(a) = a.

Pour tout nombre entier p tel que 0 < p <N, on note F (N, p) le nombre de permutations de Ey qui
ont exactement p point fixes. On convient que F(0, 0) = 1.

1. a ) Montrer que F(N,N)=1 et F(N,N-1)=0
N

b) Montrer que Z F(N, k) =N!

k=0
2. On pose wy = F(N, 0). Ainsi, @y est le nombre de permutations de Ey qui n’ont aucun point
fixe. On convient que @y = 1.

a ) Montrer que, pour tout nombre entier k tel que 0 Sk <N :
F(N, k)= C]l\; DN_k



b ) En déduire que :
N

y 1 ON-k

ioo k(N -k)!
¢ ) En raisonnant par récurrence, établir la relation :
N
on_ Yy (-1
N oo k!

d ) Déterminer la limite de ~ “N_ lorsque N tend vers + oo,
N!

On suppose désormais N 2 2.
Partie IV

On considére a nouveau une urne contenant N boules numérotées de 1 a N : By, B,,..., By. On
effectue N tirages aléatoires, cette fois sans remise. Pour tout entier naturel { compris entre 1 et N,
on note Y; la variable aléatoire prenant la valeur 1 si la boule B; sort lors du i i#me tirage et la valeur
0 dans le cas contraire.

1. a ) Déterminer I'espérance de Y; etcellede ¥; Y, ou 1 Si<j<N.
b)) Déterminer la covariance de Y;et Y, ou 1 <i<j<N.

¢ ) Les variables aléatoires Y; et ¥; sont-elles indépendantes ?

2.0npose Ty=Y  +Yy+---+Yy

Déterminer l'espérance et la variance de Ty

3. Pour tout nombre entier naturel k, on note g(N, k) la probabilité de 'événement T, = k.

a) Calculer g(N, k) lorsque k > N. Montrer que :
Op_
gV k)=—""% & k<N
k(N -k)!

b) Le nombre entier naturel k étant fixé, déterminer la limite de g(V, k) lorsque N tend vers + oo.
Comparer ce résultat a celui de la question I1.2 b).

Partie V

1. A T'aide de la relation établie dans la question IIL.2 ¢), montrer que, pour tout nombre entier
naturel n =2 :

@y =(”_1)(wn-1 + wn—Z)



2. Pour tout nombre entier k tel que 0 <k < N, on pose :

g(N, k)=q(N, N -k)

a)Calculer g (N, 0) et g(N, 1).
b) Pour 2 £ k< N, exprimer L}(N k) en fonction de a(N k —1)etde (;(N, k—2).

3. Ecrire un algorithme prenant N comme donnée et construisant la liste des valeurs de q (N , k) ,
k variant de 0 2 N. On s'attachera 2 minimiser le nombre d'opérations.



