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PROBLÈME 1

Dans ce problème, n désigne un entier naturel supérieur ou égal à 3.

On définit la matrice An = (ai,i) 1 < i< n, carrée d'ordre n à coetficients réels, de la manière suivante :

1< j<n

si 1<i<n-1 : âi,i*1 =i;
si 2<i<n : âi,i-r=n+1-ii
si j*i-1 et j*i+1 : a;,;-0.



1. on suppose, dans cette question seulement, n = 3, 
^. 
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a. Déterminer les valeurs propres de A3 .

b. La matrice A3 est-elle diagonalisable ?

c. La matrice A3 est-elle inversible ?

2. Dans toute la suite du problème, E désigne l'espace vectoriel des polynômes à coefficients réels de

degré inférieur ou égal à n - 1 .

On note ,/)labase canonique de E:
,tB = (1, X, ..., Xn-1) .

On note u l'endomorphisme de E dont la matrice dans la base ,'/J est An .

a. Calculer u(1), u(Xn-t,, et, pourtout entierj tel que 1 < j < n -2,u(Xj) .

b. Démontrer que, pour tout élément P(X) de E :

u (e(x)) = (n - 1) x P(x) - (x2 - 1) P'(x)
(ou P'(X) désigne la dérivée de P(X)) .

3. Dans cette question, ), désigne un nombre réel. On suppose que À esl valeur propre de

l'endomorphisme u, et on considère un vecteur propre P(X) associé à cette valeur propre.

a. On suppose : l. + n - 1 . Montrer que '1 est racine de P(X) .

b. On suppose : )"+1- n. Montrerque-1 est racine de P(X) .

c. Onsuppose: À=n-1
Montrer qu'il existe un polynôme T(X) de E et un entier naturel non nul s tels que :

P(X) = (X + 1)s T(X) et T(-1) * 0 .

Montrerque: s=o-1
Montrer que T(X) est un polynôme constant et non nul.

d. Onsuppose: l"=1-n.
Montrer qu'il existe un réel non nul a tel que :

P(X) = a(X - 1)n-1 .

e.Onsuppose: À+1-n et )'+n-1 .

Montrer qu'il existe un polynôme T(X) de E et deux entiers naturels non nuls r et s tels que :

P(X) = (X- 1)r(X + 1)'T(X) et T(-1) * 0 et T(1) * 0.

Montrerque: 1<r<n-2,
S=n-1-r,
À = n - 1 -2r .

Montrer que T(X) est constant et non nul.

4. a. Pourtoutentiernaturel rtel que0<r<n-l,calculer u[(X-1)r(X+1)n-1-r] .

b. La matrice An est-elle diagonalisable ?

Démontrer que'(/ =(tx-',)t(X + 1)n-t-r;0< r<n-1 est une base de E .

5. La matrice An est-elle inversible ?

PROBLÈME 2

Lebutdu problèmeestl'étudedel'application F: lR, >lR définieparF(0)='1 et, pourtoutxdelR*,

F(x)=1 I gx Jo r/t+t+



0n note r: ]-t ; *".,[ -*-> lR

1. Etude globale de F sur lR*

a. Montrer: Vxe ]0;+"o[ , O<F(x) <1.

b. En utilisant le changement de variable ÿ = -t , étudier la parité de F .

c. Montrerque F est de classe C1 sur] 0 ; +""I etque :

Vxe I 0; +"o[, xF'(x) =-F(x) + r(xa).

d. Montrer: Vxe ]O;+"o1, r(x4)<F(x) ,etendéduirequeFestdécroissantesur]O;*"o[.

Z. Étude locale de F en 0

a. Montrer que F est continue en 0 .

b. cr. Établir :

Vue [o;+oo[, o<#-(r-*r) =*r'
B. En déduire que F admet un développement limité à l'ordre 4 en 0 , et déterminer celui-ci.

y. Montrer que F est dérivable en 0 , et calculer F'(0) .

c. Établir que F'admet un développement limité à l'ordre 3 en 0 , et déterminer celui-ci.

d. Étabtir que F est de classe C1 sur lR .

g. Étude locale de F en + oo
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a. cx. On note h : lR -----> lR
lx
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En utilisant le changement de variable z = !. former une relation entre h(x) * a(+)
pourx€ ]0;*oo[. 

t

p. En déduire: Vx e l0;+oo[, x F(x). * t(*) = 2F(1).

b. o. En déduire : F(x) -----> 0 .

p. Montrer : F'(x) ---> 0 .

X----) *æ

4. Tracer la courbe représentative de F (on n'étudiera ni la concavité, ni les points d'inflexion, et on

admettra que F(1) admet 0,93 comme valeur approchée à 10-2 près).


