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MATHEMATIQUES 1
OPTION GENERALE
EXERCICE 1 (4 points)

Pour n entier naturel, on désigne par E, I'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables

n 3 -
sur R vérifiant : 2 C };lf k) =0 (fonction nulle), ou f (0) = fet ou,pourk>1,f (k) désigne la
k=0

dérivée kM€ de f, le coefficient binomial C,, ayant sa signification habituelle.

1°) Montrer que pour tout n entier naturel, E;| est un espace vectoriel.

2°) Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur R . On désigne par g la fonction définie
sur [R par : g(x) = eX.f(x).

a) Montrer que : f € E & g(m =0

b) Pour n > 0 et k entier tel que 0 < k < n, on désigne par fy la fonction définie par
fr(x)= xKeX, Prouver que la famille (f, f}, ..., f;,_1) est une base de E;,.

3°) Dans cette question, n = 4 et B désigne la base (fy, fy, f3, f3) de E4.

a) Montrer que l'application ¢ définie sur E4 et qui, a toute fonction f associe la
fonction h = ¢(f) définie sur R par : h(x) = x.f(x) + x.f'(x) — £"(x), est un endomorphisme de
E4.

b) Déterminer la matrice A de ¢ relativement a B. Déterminer les valeurs propres et
les vecteurs colonnes propres de A. ¢ est-elle surjective ?

EXERCICE 2 (6 points)

_ Trois joueurs A, B, C s'affrontent simultanément dans un jeu. Les manches de ce jeu
sont indépendantes et pour chaque manche il n'y a qu'un vainqueur possible. A et B sont

de méme force et gagnent chacun chaque manche avec la probabilité p, avec 0 < p < 15 .
Est déclaré vainqueur de ce jeu le premier joueur qui gagne deux manches consécutives.

1°)  a) Quelle est la probabilité que A (respectivement B, C) gagne le jeu a l'issue de la
seconde manche ?

b) Quelle est la probabilité que le jeu comporte au moins trois manches ? Quelle est
la probabilité que A gagne a l'issue de la troisieme manche ?
2°) Pour n > 1 soit A, ( respectivement B, C, ) I'événement : " Le jeu n'est pas achevé

avant la ni¢me manche, la ni®Me manche est gagnée par A ( respectivement B, C) et le jeu
continue "
a) Calculer P(Al), P(B 1), P(Cl), P(Az), P(Bz), P(Cz)
b) Montrer que pour tout n de N* on a:
P(Ap+1) =p-(P(By) + P(Cp)) .
P(B+1) =p-(P(Ap) + P(Cp))
P(C,4+1) = (1-2p).(P(Ap) + P(Bp))
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¢) En déduire que l'on a, pour tout entier n : P(A,)) = P(B,) et déterminer une relation
de récurrence liant les nombres P(A, ,5), P(A, 1), P(A,).

3°) On suppose dans cette question, que lona: p=0,2.
a) Pour n € IN*, calculer P(A ) en fonction de n.
b) En déduire P(C).

c) Calculer la probabilité que le jeu ne soit pas achevé a l'issue de la n'®™M€ manche et
déterminer la limite de cette probabilité lorsque n tend vers l'infini. Quelle conclusion peut-
on en tirer ?

d) Pour n = 2, calculer la probabilité que A gagne le jeu & l'issue de la n'*™M€ manche.
En déduire la probabilité que A soit déclaré vainqueur. Quelle est la probabilité que C soit
déclaré vainqueur ?

e) Soit X le nombre de manches jouées, jusqu'a ce que l'un des joueurs soit déclaré
vainqueur. Déterminer la loi de X.

PROBLEME (10 points)

A condition d'admettre les résultats donnés dans l'énoncé, les différentes parties de ce
probleme sont trés largement indépendantes.

PARTIE I

Soit g la fonction définie sur [0, +oo[ par g(x) = e~ %sin?x.
1°)  a) Déterminer les variations de g.

b) Tracer sur un méme repére les courbes d'équations y = g(x) et y = e X. (On se
limitera a x compris entre 0 et 27).

nn
2°) Soit (u) et (vy) les suites définies par : Vne N,u,= J gx)dx.etvy =35 z e kT,
k—O
a) Expnmer (up) et (vp) en fonction de n.
b) Etudier la convergence des suites (up) et (vn).

PARTIEII . .
Soit f une fonction continue et décroissante sur [0, +oo[ & valeurs dans ]0, +co[. On

définit 1a fonction h sur [0, +3[ par h(x) = f(x).sin2x.

(k+1)m nw
On pose I} = J h(x)dx ,u, = I h(x) dx et v, = 5 Z f(km).
kn

1°)  a)Montrerque: Vke N, 5 f((k+1)1t) <Ip< 5 f(kﬂ:).
b) En déduire que la suite (u,) converge si et seulement si la suite (v,,) converge.
- +oo 400
2°) Montrer que les intégrales I h(x) dx et jf(x) dx sont de méme nature. (c'est a dire,

0 0
sont toutes les deux convergentes ou toutes les deux divergentes)

PARTIE IT
+00 oo

y cOs X sinx
1°) Montrer que les intégrales J 2 dx et I = dx convergent.
1 1
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On considére la fonction ¢ définie sur 0, +eo[ par : ¢(x) = Si;:x 1+ lnsiixn:-(l) ).

2°)  a) Montrer, qu'au voisinage de l'infini, ¢(x) est équivalent a —Sl: X
400

b) Montrer que l'intégrale j m%’:_‘_—l) diverge.
1

02
¢) On consideére la fonction y définie sur JO, +eo[ par : Yy(x) = )Tl%%ﬁ . Montrer

+o00
que lintégrale j y(x) dx diverge.
1
400
d) Montrer que l'intégrale I @(x) dx diverge. Quelle conclusion peut-on tirer de la

1
comparaison des résultats obtenus en III 1°) 2°) a) et d)?

PARTIE IV
. 400

Compte tenu du résultat obtenu en III 1°), dire pourquoi I'intégrale J gl%}_ dx est
0

convergente.
On se propose, dans cette partie, de donner la valeur F de cette intégrale :

1°) Soit y une fonction réelle de classe C! surle segment S = [0, ©/2]. Pour tout entier

/2
naturel k, on pose : ay = J p(x).sin(kx) dx. Montrer, a l'aide d'une intégration par parties,
0
uelona: lm a =0.
9 k—yo0 k
o . 1 1 . . .
2°) Montrer que la fonction X — &~ — L est prolongeable en une fonction continue sur

le segment S et que cette fonction ainsi prolongée est de classe ClsurS.

-

T sin((2k+1)x)
3°) Montrer que pour tout entier naturel k, on a : J —R_s—lﬁ_

0

dx = n/2 (on indiquera

pourquoi cette intégrale existe).

mzsin((2k+l)x) d

En déduire que l'on a: lm J x = 1/2 et donner alors la valeur de F.
k—o0 0 X



