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Mathématiques I
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Les calculatrices, y compris programmables et alphanumeériques, a fonctionnement autonome, sans
imprimante, sans document d'accompagnement et de format maximal 21cm x 15cm sont autorisées.

Le probleme a pour but I'étude d'un jeu, dont la description et I'analyse font l'objet de la
partie Il. Dans la partie | sont établis quelques résultats préliminaires utilisés ensuite.

PARTIE |
‘On considére dans cette partie une suite (p,) de nombres réels positifs telle que la série
2p, converge. On définit pour 0 <t < 1 la fonction génératrice F de cette suite (Pp) par:

Ft) = ip,ti.

j=0

1°) Etude de la fonction F sur [0, 1].

a) Montrer que la série définissant F(t) est convergente pour 0 <t <1.

b) Montrer que F est une fonction croissante sur [0, 1].

En déduire que F admet une limite & droite en tout point de [0, 1[, et une limite a gauche
en tout point de ]0, 1] (on précisera le théoréme utilisé).

c) Soit t, un nombre réel appartenant a [0, 1[.

- Etablir pour nombre réel ttel que t, <t < 1 et tout nombre entier naturel n:

n . N hiand
0 < F)-F(t) < Y p-th)+ p,
j=0 j=n+1
- En déduire pour tout nombre entier naturel n:

0 < xll_)ntlF(t)- F(t,) < .Z P,
t>ty J=n+1
- En déduire enfin la continuité a droite de F en t,,.
d) Soit t, un nombre réel appartenant a 0, 1].
En admettant que I'on établit de fagon analogue la continuité a gauche de F en t,,
en conclure que F est continue sur [0, 1].
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2°) I la fonction F en
a) Pour tout nombre entier naturel n, établir que, pour tout nombre réel t de [0, 1]:
400

0 < Ypt s t™Yp,.
j=n+1 j=n+1
b) On considére la fonction €, définie sur )0, 1] par I'égalité suivante:
Ft) = po+pt+ -« +p,t"+t"e,(t).
Deéduire de l'inégalité précédente que e, est de limite nulle en 0.
Ainsi, F admet un développement limité & I'ordre n en 0, qui permet d'obtenir Pos -+ » P

3°)

a) Etablir pour tout nombre réel t de [0, 1[:
FO-F(1) _ S i1
7 - §p1(1+t+ ot

En déduire que la fonction t — [F(t)-F(1)}/(t-1) est croissante sur [0, 1[.
b) On suppose dans cette question la série 2jp; convergente.

Montrer que la fonction t — [F(t)-F(1)}/(t-1) est alors majorée sur [0, 1[, puis en déduire
que la fonction F est dérivable en 1, et que:

“ .
F'(1) < Z ip;.
=1
¢) On suppose dans cette question la fonction F dérivable en 1.
Montrer pour tout nombre réel t de [0, 1[ et tout nombre entier naturel n > 1:
n

Yop(1+t+ o+t < FO-F()

= t-1
En déduire que, pour tout nombre entier naturel n, p, + 2p, +3p3 + ... + np, < F'(1), puis
établir que la série Zjp; est convergente et comparer sa somme a F'(1).
d) Déduire de ces résultats que F est dérivable en 1 si et seulement si la série 2jp; est
convergente, et que sa somme est alors égale a F'(1).
e) Application: pour tout entier naturel n, on suppose que P, est la probabilité pour
qu'une variable aléatoire X a valeurs dans N prenne la valeur n.

A quelle condition nécessaire et suffisante sur la fonction F la variable aléatoire X admet-
elle une espérance mathématique? Comparer alors celle-ci a F'(1).

4°) i
Soient deux suites (p,), (q,) de nombres réels positifs telles que les séries 2P 24,
convergent. On pose r, = poQ,, + ... + Pini + --- + Pno POUF tout nombre entier naturel n.
a) Etablir pour tout entier naturel n la majoration suivante:

n

n n
26 < Xp-Xa
j=0 j=0 j=0
En déduire la convergence de la série r,,.
b) On pose alors pour tout nombre réel t appartenant & lintervalle [0, 1]:

*“ . . .'“ .
F) = Ypt . Gt) = Y gt , HY = AN
j=0 j=0 j=0
Prouver que I'on a pour tout nombre réel t de [0, 1] et tout nombre entier naturel n:
n . n . n . 2n .
it s Ypt Y gt < Yt
j=0 j=0 j=0 j=0

En déduire I'égalité F(t).G(t) = H(t) pour 0 <t < 1.



PARTIE I
Dans toute cette partie, on considére une piéce dont la probabilité de donner Face est
égale & p (ou p désigne un nombre réel tel que 0 < p < 1).
On propose le jeu suivant & un individu muni d'un capital initial de K francs (ou K désigne
un nombre entier naturel non nul):
- Il'lance la piéce:
* si celle-ci donne Face, il gagne 1 franc et son capital devient égal & K+1 francs.
* si celle-ci donne Pile, il perd 1 franc et son capital devient égal a K-1 francs.
A lissue de ceci, si son capital est nul, il est déclaré ruiné et le jeu cesse définitivement.
- Sinon, il recommence (muni de son nouveau capital) la méme expérience aléatoire
et dans les mémes conditions, et il poursuit ainsi tant qu'il n'est pas ruiné.

On désigne alors par:

- Rk I'événement "le joueur, muni d'un capital initial de K francs, est ruiné a l'issue de
I'un des jets de la piéce".

- Pa(K) la probabilité pour que le joueur, muni d'un capital initial de K francs, soit ruiné
a lissue du niéme jet de la piéce. Par convention, on pose p,(K) = 0.

- t— FK(t) la fonction génératrice de cette suite (p,(K)), définie donc pour0<t<1par:

Rl = 2pn<K>t"

On vérifiera que la probabilité P(Rk) de I'événement Rk est égale a la somme de la série
2p,(K) (qui est donc convergente), et que P(Rk) = Fk(1).

Il.1 Etude du cas particulier K = 1.
Dans cette partie, on étudie le jeu en supposant le capital initial du joueur égal a 1 franc.

19) it .

a) Calculer p4(1), pa(1) et ps(1).

b) Montrer, pour tout nombre entier n > 2, que la ruine du joueur intervient a l'issue du

(n+1)iéme jot de la piéce si et seulement s'il existe un entier j (ou 1 <j<n-1) tel que:

- alissue du premier jet de la piéce, le capital du joueur est égal a 2 francs.

- & lissue des j jets suivants de la piéce, le capital du joueur revient, et ceci pour la
premiere fois depuis le début du jeu, & 1 franc.

- a l'issue des n-j jets suivants de la piéce, le capital du joueur arrive, et ceci pour la
premiere fois depuis le début du jeu, & 0 franc et il est donc alors ruiné.

Exprimer en fonction de p et des éléments de la suite (Pn(1)) les probabilités des trois

événements précédents, puis établir la formule suivante (on rappelle que py(1) = 0):

n pn+1(1 ) Si n==2.
Y p,(1)pai(1) =
p < p,( ) pn-j( ) { 0 Si n = 0 ou 1 .

c) En multipliant par tn+1 I'égalité précédente, puis en la sommant pour n > 0, établir
a l'aide des résultats de .4 la relation pt [F1(t)]2 = F1 (t)- (1-p)t pour0<t<i.

d) Etudier les variations de la fonctiont — 1-4p(1-p)t2 sur lintervalle ]0, 1[, et montrer que
1-4p(1-p)t2 > (1-2p)2 pour 0 < t < 1.

En déduire que, pour 0 < t < 1, I'équation du second degré ptx2-x+ (1-p)t =0 posséde
deux racines réelles distinctes x'(t) et x"(t) (on supposera x'(t) < x"(t)).

Pour tout nombre réel t appartenant & J0, 1[, montrer que x"(t) > 1 puis, en remarquant
que F1(t) <1, en déduire F1(t) en fonctionde p et t pour 0 <t < 1.

e) En faisant tendre t vers 1, déterminer alors F1(1) et en déduire la probabilité P(R1)
de la ruine du joueur en distinguant les deux cas p<i2etp>1/2.
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2°) dran mps d'atten la ryi j rpourp <

Pour p < 1/2, déterminer a l'aide de la fonction génératrice F1 et des résultats de 1.3
l'espérance de la variable aléatoire X1 indiquant le numéro du jet de la piece a lissue
duquel le joueur est ruiné. Que se passe-t-il lorsque p=1/27

3°) Expression des probabilités pn(1).

a) Rappeler le développement limité de la fonction x — (1+x)12 en 0, puis en déduire
le développement limité & I'ordre 2m+1 de la fonction F1 en 0.

b) Déduire de 1.2 que I'on a pour tout nombre entier naturel n P2n(1) = 0 et:

Pos() = B B (1-p

Il.2 Etude du cas général.

1°) Etude de la probabilité de ruine du joueur.

a) Le premier jet de la piéce donne Face ou Pile, événements notés ici F,ouPy.

A l'aide du systeme complet d'événements {F 4, P,}, établir la relation suivante pour n > 2:
pn( 1 ) = ppn—1 (2)

En multipliant par tn I'égalité précédente, puis en la sommant pour n = 2, établir la relation

F1(t) = pt F2(t) + (1 - p)t pour 0 <t <1, puis en déduire que F2(t) = [F1(1)]2

b) On suppose ici K 2 2. En raisonnant de méme, établir la formule suivante:

n Pri(1) si n22.
{1 (1 =
pj,zo Pi(1) Pny (1) {0 si n=0 ou 1.

En deduire I'expression de Fk(t) en fonction de P, t, FK+1(t) et Fk-1(t) pour0 <t < 1.

En étudiant alors la suite K — uk = FK(t), exprimer FK(t) en fonction de p, K et t.

c) Determiner Fk(1) et en déduire la probabilité P(RK) de la ruine du joueur, en distin-
guantlesdeuxcasp<1/2etp> 1/2.

2°) dran mps d'atten Ia ruin j rpourp <1

Pour p < 1/2, déterminer & I'aide de la fonction génératrice FK et des résultats de 1.3
I'espérance de la variable aléatoire Xk indiquant le numéro du jet de la piéce a l'issue
duquel le joueur est ruiné. Que se passe-t-il lorsque p = 1/2?

3°) Expression des probabilités pn(K).
a) A l'aide des résultats obtenus en 11.2.1.a), établir que pzn,1(2) = 0 puis préciser p,,(2)

pour tout nombre entier naturel n. :
b) Déterminer p,,(3) et pan,1(3), puis, plus généralement, pyn(K) et pa,,1(K) pour K 2 1.
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