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PROBLEME 1 : Analyse. 
On considère dans tout ce problbme une application f valeurs reelles et de classe C3 
sur un segment [a, b]. On se propose d'étudier quelques algorithmes de calcul appro- 
che de l'intégrale: 

l(f) = rf(x)dx. 
A cet effet, étant donné un nombre entier naturel n 2 1, on subdivise le segment [a, b] 
en n sous-segments de même longueur (b-a)/n, dont les extrémités sont respec- 
tivement notées a = xo < XI c x2 < ... < xn-l < xn = b avec xk = a + k(b-a)/n, où 0 I k 5 n. 
Dans toute la suite, on désigne par [a, PI un segment inclus dans le segment [a, b]. 

a 

. 1 '  

1') b l w t b n  de Ilfj a 1 alde de la methode des r e c m  
On considère les deux sommes suivantes: 

b-a "-1 b -a  

a) On note MI le maximum de If'(x)l lorsque x décrit [a, b] (on justifiera son existence). 
Soient les deux fonctions u et v définies sur le segment [a, p] par: 

Gn = - C f(x,) 9 D, = -C f(Xk). 
k=O k= l  

\u(x) = I," f(t)dt-(x-a)f(a)-M, (x - a)2 
2 

[v(x) = j: f(t)dt-(x-cx)f(a)+M, (x - a)2 

Calculer u'(x), u"(x) et en deduire les variations des fonctions u' et u. 
Proceder de même pour I'etude de la fonction v. 
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b) Deduire de ces resultats que: 

c) En appliquant I'inBgalité prBc6dente avec [a, pl = [xk, xk+f], puis en sommant les 
indgalités obtenues pour k = O, 1, ... , n-1 , btablir que: 

On Btablit de façon analogue I'inegalite suivante: 
- 

1 .  

2O) -on de uf! A 1 aKJe de la méthode des tr- 
On considère maintenant la demi-somme Tn = (Gn + Dn)/2. 
a) On note M2 le maximum de lf"(x)l lorsque x décrit [a, b] (on justifiera son existence). 
En calculant A l'aide d'intégrations par parties l'intégrale sur le segment [a, p] de la 
fonction t + (t - a)(t - P)f"(t), établir l'inégalité suivante: 

b) En appliquant I'inegalité précedente avec [a, p1 = [xk, xk+l], puis en sommant les 

inégalités obtenues pour k = O, 1, ... , n-1 , quelle majoration de 1 ja f(t)dt-Tnl obtient-on? 
b 

3O) W d e  d 'un exemDla, 
a) Ecrire en PASCAL un algorithme de calcul des sommes Gn, Dn, Tn, les reels a et b, 
la fonction f et l'entier n étant suppos4s donnes. 
b) On suppose dans cette question a = O, b = 1 et f(x) = 4/(1 +x2). - En posant x = tane, calculer la valeur de l'intégrale de f sur [O, 11. 
- A l'aide de l'algorithme précédent, calculer des valeurs approchées de Gn, Dn, Tn 

pour n = 5 1 0  et 20. - Préciser de plus les valeurs de S5 = (4Tlo - T5)/3 et Slo = (4Ta - Tlo)/3. 

4O) Développement limite de T, e t é  lération de CO nveraence, 
On considère dans cette question quatre fonctions-polynômes définies par Po(x) = 1, 
Pl(x) = x - (a+p)/2, P2 et P3 étant telles que: 

P i =  P1 , P j = P p  , P3(a)=P3(p)=O. 
a) D6terminer les fonctions-polynômes P2 et P3. 
b) Etudier les variations de la fonction P2 sur [a, p] et pr6ciser le maximum de IP2(x)I 
lorsque x décrit [a, p]. 
En déduire à l'aide de l'inégalité des accroissements finis appliquee B P3 sur [a, t] que, 
pour tout nombre réel t appartenant à [a, p], on a IPs(t)l 5 (p-a)3/l2. 
c) On note M3 le maximum de If"'(x)l lorsque x décrit [a, b] 

En calculant à l'aide d'intégrations par parties I'intbgrale 
fonction t + Ps(t)f"'(t), établir l'inégalité suivante: 

(on justifiera son existence). 

sur le segment [a, p] de la 
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A(m) = 

d) En appliquant I'inegalite precedente avec [a, p] = (xk, xk+1], puis en sommant les 
indgalites obtenues pour k = O, 1, ... , n-1 , établir que le developpement limite h la 
precision 1 /n2 de Tn est: 

--rn 1 0 0 -  
1 -m 1 *-.  

O '.. '-. * *. O . 

0 ... O 1 -md 
*.. i -m 1 

b 

T, = f f(t)dt + (b-a)2 (f'(b)-f'(a)) + 5 avec lime, = O. 
1 2n2 n2 

e) Calculer Gn - 0, et d6terminerÏes expressions de Gn et Dn en fonction de Tn, puis 
en deduire les développements limites à la précision l ln2 de Gn, Dn et Sn = (4T2n - Tn)/3. 

1 ") Uude de I'invers ibilité de Alm) Dour Iml >2, 
a) On suppose qu'il existe un vecteur X non nul de Rn tel que A(m)X = O et l'on note i 
le plus petit indice appartenant à (1 , 2, ... , n} tel que lXi l  = max(lx11, Ix2l, ... , Ix,l). 
- Prouver que, si i = 1, alors Im( s 1. 
- Démontrer un résultat analogue si i = n. 
- Prouver que, si 2 s i s n-1 , alors Iml < 2. 
b) En déduire I'inversibilité de la matrice A(m) pour Iml 2 2. 

2") Etude de I'inversibilité de Afm) DOU r Iml c $ 
On suppose dans cette question que le nombre réel m appartient à 1-2, +2[. II existe 
donc un unique nombre réel 8 appartenant a ]O,  7c[ tel que m = 2cose et l'on note alors 
S le vecteur de composantes (sine, sin28, ... , sinne) dans la base canonique de Rn. 
a) Calculer les composantes du vecteur A(m)S en utilisant la formule suivante: 

b) En déduire n nombres réels el, €12, ... , 8" avec O c 81 c e2 < ... < en < ~lt tels que 
A(2cosek) ne soit pas inversible (1 I k 5 n). 
En déduire quelles sont les valeurs propres de A(0). 
c) Montrer que les uniques valeurs de m pour lesquelles A(m) n'est pas inversible 
sont ml = 2cose1, m2 = 2cose2, ... m, = 2cosen. 

2 sin acos b = sin(a + b) + sin(a- b). 

3") Piaoonalisation de A(m\, 
a) La matrice A(0) est-elle diagonalisable? (on citera le thborème utilise). 
b) Former une matrice P telle que P-'.A(O).P soit égale B une matrice diagonale D dont 
on precisera les éléments. 
c) Plus généralement, la matrice A(m) est-elle diagonalisable? Que vaut P-l.A(m).P? 


