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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Seules sont autorisées: Une régle graduée.

Une calculatrice de poche pouvant étre programmable et Jou alphanumérique, &
fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et de
surface de base maximum de 21 cm de long sur 15 cm de large.

Une éprouvette contient 10 bactéries, 4 sont des bactéries de type A, 6 de type B. On les laisse se reproduire en milliers
d’exemplaires, la proportion de bactéries de chaque type restant inchangée. On préleve alors, au hasard, 10 bactéries
que I'on met dans une autre éprouvette, On les laisse se reproduire en milliers d’exemplaires dans les mémes
conditions que précédemment, et on recommence I’expérience.

Que se passe-t-il aprés un grand nombre d’expériences?

L’¢énoncé théorique ci-dessous propose un modele probabiliste pour répondre a cette question.
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Définitions. Soit une variable aléatoire X on .note EX) espérance de X si celle-ci existe.

On note N' un entier supérieur ou égal a 2 et ko 'un entier de {0,..,N}. On pose p = —%— etg = 1-p.

Soit (X ")n20 une suite de variables aléatoires définies sur un espace de probabilité (24, P), a valeurs dans {0,..,N},
dont les lois de probabilité sont définies de la maniére suivante;

Xo est 1a variable certaine égale 4 ko .

X suit 1a loi binomiale de paramétres N et p. (Par convention, on dit que la loi binomiale de paramétres N et 0 est la
loi de la variable certaine égale 4 0 et que la loi binomiale de paramétres N et 1 est 1a loi de la variable certaine égale &
N). :

Pour tout entier » non nul et toui entier k de {0,..,N} tel que P(X = k) # 0, la loi conditionnelle de X,+; sachant

(X,=k) est 1a loi binomiale de paramétres N et % En d’autres termes:

pour tout entier » non nul et tout entier & de {0,..,N} tel que P(X w = k) #0 et pour tout entier / de {0,..,N},
i N-i
P(X,,=i/X,=k) =C} (—:7) (1 —7\,—) (avec la convention habituelle que 0°=1).

On a de plus I"hypotheése (H): pour tout entier # non nul, pour tout n-uplet (k;,...k,) de {0,..,N }" tel que
P(X, = ky .. X, = k) # 0, pour tout entier i de {0,...N}, P(X,.1 =1 /X, = k..., X; =k, )=P(X, =i/ X, =k,).
Cette hypothése n’est utile que pour la question 6. de Ia partie 1.

On définit la suite de variables aléatoires (F,),_ par F, = XT :

PRELIMINAIRE

Dans I’exemple ci-dessus, en appelant N le nombre de bactéries prélevées & chaque expérience, k, le nombre de
bactéries de type A dans la premiére éprouvette au début de la premiére expérience et # le numéro de I’expérience,
donner une interprétation de la variable X, et justifier par des arguments tirés du cours, 'utilisation de la loi
binomiale. Comment interpréter 1’hypothése (H)?

PARTIE 1
Dans cette partie, N =3,

1) Que dire dela suite (X,) _ siky=07Sik=3?

On suppose désormais, dans Ia suite de cette partie, que ky = 1.

12 Loy
P( X, = 0) . 247 227 .
2) Pour tout entier n, on pose U, = jj(j\,(" :;)) . Montrer que U,+1 =AU, ol A= g 2 .
- ° 5 5 ¢
P(X n= 3) 0 _1- i 1
27 27

3) a) Soit le vecteur ligne V' = (0,1,2,3). Calculer V 4.
b) Montrer que E(X,) = V' U, , pour tout entier n. En déduire la valeur de E(X,,).
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1 1

-3
4) a) Onpose ¥, = 3 et ¥, = 1 Calculer AY, et AY; enfonctionde Y5 et V5.

-1 1
b) Montrer que 4 est diagonalisable. Donner ses valeurs propres et une base de vecteurs propres.
c) Calculer 4" pour tout entier n.

5) a) Montrer que la loi de X, est donnée par:

e =0-3-30"- 48 -3 2)

1 2)" (2) ; 1 1(2)" 1(2)”
Px,=2)==|Z| -|Z]| |, P(x,=3)==-=|2| +2|2] .
(”)2((3 9J(")323 6\9
b) Montrer que la suite (F”)nzo converge en loi. Quelle est la loi limite?

n
6) Pour tout entier #» non nul, on définit I'événement B, = ﬂ(X e < 1) .
: k=1
On pose x; = P(X | = 0) , pour tout entier & supérieur ou égal 4 2, x, = P(X 1=L.,Xp =LX, = O) , et pour tout
entier £ non nul, y, = P(X1 =1..,X, = 1).

a) Exprimer pour tout entier k¥ non nul, X et yen en fonction de y; . En déduire les valeurs de x,, et Y pour tout
entier » non nul.

n
b) Montrer que p( Bn) = Zxk +y, . En déduire P(B,,) et la limite de la suite (P(B,,))'121 .

k=1
¢) En déduire la probabilité qu’il existe » vérifiant F, > 0,5,

PARTIE 2
Dans cette partie, /¥ est un entier supérieur ou égal A 2 et k, un entier de {1,..,N-1},
On pose pour tout entier n, 4, = P(X,=0) + P(X, =N) et v,=1-u,.
A. Loi de X,
N Y O\
1) Montrer que pour tout entier i de {0,..,N}, P(X,,, =i) = Z P(X, = k) C,f,(——) (l— —) :

paar g N N
2) Montrer que pour tout entier n, E(X,+) = E(X,,).

N-1
N
b) En déduire la valeur de E [X,,(N -X ,,)] en fonction de n, Net ky .

3) a) Montrer que pour tout entier », E[X,,+,(N - X,,H)] = E[X,,(N - X,,)].

4) Montrer que la suite (u,,)nZO est croissante et convergente.

5) a) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans IR, , prenant un nombre fini de valeurs,
E(X
Montrer que pour tout réel a strictement positif, P(X > a) < 2X) .
a

b) Etudier sur [1,N-1] la fonction f définie par: Vx e[L, N - 1], /(x) = (N ~x).

2 n
¢) En utilisant la valeur de E [X AN =X ,,)] , montrer que pour tout entier n, 0< v, < pg NN 1 (1 - -]17) :

Py
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6) ) Quelle est la limite de la suite (v,) _; ?

b) En déduire que pour tout entier k de {1,.,N-1}, lim P(X, =k)=0.

n—>+e0

¢) En utilisant le résultat du 2), montrer que lim P(X, = N) = p. Déterminer lim P(X, =0).
n—+w0

n—+wo

d) Montrer que la suite (F,,)n20 converge en loi, Quelle est la loi limite?

B. Temps d’arrét

On définit la variable aléatoire T par:
si pour tout entier n, (X, 0) et (X, N), alors =0
sinon, 7 = n ol » est le plus petit entier k tel que (X = 0) ou (X =N).

1) Que vaut P(7=0)? Montrer que pour tout entier #» non nul, P(7=n) =v,; - v, .

n n—1
2) a)Montrerque » kP(T=k)= > v,—-nv, .
; k n
k=1 k=0
3

b) En déduire que T admet une espérance et que E(T) < pg NN N

( on ne cherchera pas a calculer E(7) ).

C. Retour aux bactéries

Dans I’exemple des bactéries, on a posé la question : « Que se passe-t-il aprés un grand nombre d’expériences 7 ».
Pouvez-vous maintenant y répondre ?

¥
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