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Mathematiques 111 

Vendredi 25 Avril 1997 de 8h ti 12h 

Problbme 1 
L'objet de ce problbme est 1'6tude des jets d'un de, puis d'un ensemble de n des. 

1 "1 U c u I  de sommes de series, 
On considdre dans cette question un nombre entier n 2 1 et la fonction definie sur 
l'intervalle [O, 1[ par: 

S,(x) = k x k .  
k=O 

a) Calculer (1-x)S,(x) et en deduire une expression de Sn(X). 

En déduire, pour O s x < 1, la somme c xk. 

b) Dériver Sn(X) et determiner la limite de la suite (nxn) quand n tend vers +-. 
En deduire, pour O s x < 1, la somme c kxk-'. 

+O0 

k=O 

+O0 

k=l 
.. * l  

2 O )  r n d e  du l ! 2 u u o d u n l l b r ~  a 6 f a c a  
On lance indéfiniment un de equilibre et l'on designe par T la variable aléatoire 
indiquant le numéro du jet où, pour la premiere fois, le de donne l'as. 
a) Déterminer pour tout entier k 2 1 les probabilites des évenements T = k, T 5 k. 
b) En deduire I'esperance E(T) de la variable aleatoire T. 

.. 
3O) Eude du !et de n des Qaullrbrds 6 faces. 
On considdre le jeu suivant: on lance indefiniment un ensemble de n des 4qui- 
libres, numerotes 1, 2, ... , n (où le nombre entier n est superieur ou 6gal t~ 1). 
Autrement dit, on lance une premibre fois les n des, puis on relance une seconde 
fois ces n dés, et ainsi de suite. On designe par: 
- N la variable aleatoire indiquant le numero du jet OÙ, pour la premidre fois, 

chacun des n des a amend au moins une fois l'as. 
- Tj la variable aleatoire indiquant le num6ro du jet OÙ, pour la premidre fois, 

le ji*me de a amen6 l'as (1 S j I; n). 
Dans la suite de la question, on note k un nombre entier superieur ou égal $I 1. 
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a) Déterminer la probabilitd P(N = 1). 
b) Comparer les évdnements (N 5 k) et (TI 5 k) n (T2 5 k) n ... n (TA 5 k). 
En déduire les probabilitds P(N S 2) et P(N = 2), puis, plus g6n6ralement1 P(N s k) 
et P(N = k). 
c) Dans cette question, on suppose que n = 2. Vérifier alors que: 

L[ 3 6  36 36 
-- 11 ( 2 5  - y-' P(N=k)  = 

En déduire, sous forme de fraction irréductible, I'esp6rance E(N) de N. 
d) Dans cette question, on suppose que n = 3. Déterminer de même E(N). 
e) On revient au cas ghéra l  où l'entier n est supérieur ou 6gal à 1, et 
l'on s'intéresse à la médiane de la variable aléatoire N. 
- Etablir pour tout nombre réel x I'inbgalité 1 - 8 - X  S x. 
- En deduire que l'inégalité P(N I k) 2 0.5 implique I'inégalit6: 

= 5,48 ... In(n)+2,01 .... In( n)-In( In( 2)) 
In( 6)-In( 5)  

k r  

- En déduire un nombre entier naturel auquel k est supérieur ou Ogal 
dans chacun des trois cas n = 10, n = 50, n = 100. 

9 Ecrire un algorithme (en PASCAL) permettant le calcul successif des 30 
premiers termes de la suite k + P(N s k) lorsque l'entier n est donne. 
Déterminer à l'aide de cet algorithme les plus petites valeurs de l'entier k pour 
lesquelles on a P(N 5 k) 2 0.5 lorsque n = 1 O, 50, 100. 
Comparer ces résultats A ceux obtenus préc4demment B la question (d). 

Problbme 2 
L'objet de ce problbme est l'étude des racines réelles du polynôme Pn défini pour 
tout nombre entier naturel n et tout nombre r4el x par: 

k x x2 Xn = 1+-+-+ ... +--. 
l! 2! n! k=O 

1") E t u d e d e P m u u G L  < 
Etudier les variations et tracer sur une m&me figure (avec pour unit& 2centimbtres) 
les courbes reprhntatives des polynemes Pn pour n = O, 1 2,3. 

2O) C O m P a r d m  et PPlxL 
a) 
b) 
négatif x (on pourra par exemple raisonner par rdcurrence) . 

Etablir que P,(x) s exp(x) pour tout entier naturel n et tout réel positif x. 
Etablir que P~~+I(x)  5 exp(x) s Pz~(x)  pour tout entier naturel n et tout réel 
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3O) U J d e  du nombre d-es r m e s  de pria 
a) Déduire de la question 2 le nombre des racines et le signe de P2n sur R. 
b) Comparer la d6riv6e de P2n+l avec P2n. En déduire que le polynôme P2n+l 
possède une racine r6elle unique, et que celle-ci est strictement n6gative. 

On note desormais Xn l'unique racine du polynôme P2n+l. Ainsi x, = -7. 
c) Déduire des résultats pr6cédents les variations de Pan et de P2n+l puis 
donner sur une même figure l'allure des courbes représentatives des fonctions 
x P2n+l(X), x + P2n(x) et x + exp(x) sur R. 

4 O )  éterminati lvnô 
a) Etablir q u ' u ~ " n ~ b ~ ~ ~ ~ ~ a c i n ~ ~ ~ ~ q u a t i o n  P3(x) = O si et seulement 
si t = x +1 est racine de i'bquation t3 + 3t + 2 = O. 
b) Etudier les variations du polyndme P(t) = t3 + 3t + 2 et prouver que celui-ci 
admet une racine réelle et une seule que l'on convient de noter r. 
- En considérant I'équation du second degr6 z2- rz - 1 = O, 6tablir l'existence de 

deux nombres réels u, v de somme égale à r, de produit égal & -1. - En remarquant que P(u+v) = O, déterminer la somme u3 + v3, puis 6crire une 
équation du second degr6 dont les deux racines sont u3 et v3. 

- Résoudre cette équation afin d'en déduire u3 et v3, puis u et v, et enfin r que 
l'on exprimera B l'aide des racines cubiques des nombres 4 - 1  et *+1. 

c) En déduire que la racine XI du polynôme P3 est égale à r-1 et préciser une 
valeur approchée à 10-5 prbs de XI. 

5") Etude de la suite &&des rac ines des Do Ivnômes P 7 h  
a) En groupant les termes deux par deux dans P2n+l(-2n-1), déterminer le signe 
de P2n+l(-2n-1) pour tout entier naturel n. En déduire que -2n-1 S Xn. 
b) Etudier le signe de P2n+3(~n)-P2n+l(~n). En déduire que Xn+l < Xn. 

c) Etablir a l'aide de la question 2 l'inégalité: O c exp(xn) S - 
d) On se propose d'établir enfin que la suite (Xn) diverge vers -W. A cet effet, 
on raisonne par l'absurde et l'on suppose que la suite (Xn) est minorée. Etablir: 
- que la suite (Xn) converge vers une limite r6elle L c O (on citera clairement 

le théorème utilisé). 

- que pour tout nombre entier naturel n, - 
- que le nombre expL est nul (on étudiera d'abord la limite de la suite k + Lk/k!). 
Con cl u re . 

(2n + 1 )! * 

X p + '  ~ - L2n+l 

(2n+1)! (2n+1)!' 


