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EXERCICE 1 

1 - Soit g l'application de ] O, +oo [ dans IR definie par : 

a) Montrer que g est derivable sur ] O, +oo [ et expliciter sa dbrivee. 

b) Dresser le tableau de variations de g , avec ses eventuelles limites aux bornes. 

2 - Soit f l'application de IR dans IR definie par x - f (x) = e-' In (1 + ex). 

a) A l'aide d'un changement de variable, montrer que pour tout reel x positif, on a : 
X 

J'f(t)dt=g(eX) +2ln2. 
O 

b) Montrer alors qu'il existe un reel c, qu'on explicitera, tel que l'application définie 

cf(x) s ix20  t O s i x c 0  
soit une densite d'une variable aléatoire X. sur IR par: x - h ( x ) =  

c) On considete la variable aleatoire Y = ex. 

Montrer que Y a une densite que l'on explicitera. 

EXERCICE 2 

Dans cet exercice on etudie la diagonalisation des matrices carr6es d'ordre 3 anti- 

symetriques ( c'est a dire verifiant 'A = - A ). 

On etudie d'abord un cas particulier avant de passer au cas g6neral. 
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3 1 - On désigne par E l'espace vectoriel IR muni de sa base canonique 

3 = (el, e2, e3 ). On note O, I'blbment nul de IR . 
On rappelle que toute famille libre de trois vecteurs de E est une base de E. 

Partie A 

3 

Soit la matrice A = -2 0 -2 

base 9. 

Soit 21 = (ul, u2, u3 ) où u1 = - 2 el + e2 + 2e3, u2 = el + 2e2 et u3 = f (u2). 

et f l'endomorphisme de E represente par A dans la :ai 
a) Déterminer le noyau de f et en donner une base. 

b) Montrer que 21 est une base de E et determiner la matrice B reprbsentant f dans 

cet te base. 

3 - Soit h un reel non nul. 

Montrer que pour tout vecteur x de E , [ f ( x ) = h x ] equivaut à [ x = O, 1. 
On pourra utiliser la decomposition de x dansu.  

4 - a) Quel est finalement l'ensemble des valeurs propres de A ? 

b) La matrice A est-elle diagonalisable ? 

Partie B Soient a, b, c trois réels donnb. On pose a' + b2 + c? = s et on suppose s # O. 

On considPre la matrice : M = et g l'endomorphisme de E representé par 

M dans la base 3. 

1 - a) Calculer M2 et M3. 

b) Vérifier que M3 s'exprime simplement en fonction de M et s. 

2 - Montrer que, si le réel h est une valeur propre de g, alors h est nécessairement nul. 

On utilisera la relation trouvbe ci - dessus. 

3 - Montrer que I'hypothPse " M est inversible " conduit A une contradiction. 

4 - a) Quel est finalement, l'ensemble des valeurs propres de M ? 

b) La matrice M est-elle diagonalisable ? 
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PROBLEME 

Dans tout le probkme, X designe une variable aleatoire definie sur un espace 

probabilise ( SZ, s&, P ) et 2i valeurs dans W et E(X) l'esperance de X si elle existe. 

On note A l'evenement " X prend une valeur paire " ( on ecrira dorenavant pour 

abreger " X est pair"). On rappelle que O est pair . On pose : a = P( A ). 

On dit que X a la propriete 

Ch definit deux variables aleatoires & et X, : 

si et seulement si a > 1/2. 

X sixestpair 
.O={ 0 sinon 

X si X est impair 
sinon 

On dit que X a la propriete Q si et seulement si E(X, ) > E(>b). 

Préliminaires 

1 - Determiner X, + X,. 

2 - On note Y la variable aleatoire qui vaut - si est impair 1 sixest pair 

1 1 Montrerlesrelations: X o = ~  ( l + Y ) X  et X , = T ( l - Y ) X  

Partie A 

Dans cette partie, on suppose que X suit la loi geometrique de parametre p : 

( O c p c 1 ) et on pose q = 1 - p. 

1 - Montrer que a = 4 + , p uis que x ne vbrifie pas la propriete P. 
.. 

2 - Montrer que X, admet une esp&ance dom& par E (X,) = -2%- 
(l+q)(l-q2) 

3 - Montrer que X, admet aussi une esp6rance que l'on precisera, puis que X verifie la 

propriete Q. 

Partie B 
1 - Pour tout entier naturel nf on pose pn= P ( X = n ) et on suppose que la suite 

( Pn)nEN est strictement decroissante. 

En écrivant P(A) et P(?i) B l'aide des nombres p,,, montrer que X verifie 9. 
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2 - On suppose maintenant que X admet une esperance. 

a) Montrer que X, et X, admettent aussi des espérances. 

b) Montrer, B l'aide des préliminaires, que X vérifie Q si et seulement si E [ Y X ] < O. 

Partie C 

On suppose ici que la variable aléatoire X est en fait B valeurs dans l'intervalle 

d'entiers [ O, 20 ] et donc que, pour tout entier n 2 21, pn= O. 

On définit un type : 

TYPE TABLE = ARRAY [ O .. 20 ] OF REAL ; 

et on demande d'écrire un programme en Turbo Pascal : 

- contenant une procédure ENTRE-LOI ( écrire ) qui permet B l'utilisateur 

d'entrer dans une variable T de type TABLE les nombres P ( X = k) pour k = O, 1, ... ,20. 

- calculant E(YX) et indiquant par un message si X vérifie Q ou non. 

Partie D 
Le but de cette partie est d'étudier le cas où X suit la loi binomiale 9 ( n, p ) avec 

1 
n r 2 e t O < p <  7. 

1 
1 - Soit f la fonction de deux variables définie sur l'ouvert U = ] 1, + m [ x ] O, [ de IR2 

par: (x,y) + f ( x , y ) = x y ( l -  2y)x-1=xyexp[(x-  l ) h (  1-2y)I 

a) Montrer que f admet en tout point ( x, y ) de U des dérivées partielles premières 
ar af 

ay ( x, y ) et - ( x, y ). Les calculer et les mettre sous forme de produits. 

1 Montrer que f est de classe C sur U. 

b) Montrer que pour tout u element de ] O, 1 [ 

En déduire que f n'a pas d'extremum sur U. 

ln (1 - u) < - u. 

2 - Dans cette question, p est un réel verifiant : O < p < 1. 

On réalise une suite d'épreuves de Bernoulli independantes, de probabilité "de succès" 

p et de probabilité "d'échec" q = 1 - p. 

Pour tout élément n de N*, on définit l'évenement : 

F,, = "au cours des n premières épreuves, on obtient un nombre pair de succès" et on 

pose u,=P (Fn). 
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a) Montrer que pour tout élement n de RI*, Un+l= (1 - p) Un + p (1 - un) .  

On pose par convention uo = 1. Verifier que la relation prCcCdente est encore vraie 

pour n = O. 

b) Donner l'expression genkrale de Un en fonction de n pour tout entier naturel n. 

3 - On se place maintenant dans le cas annonce au debut de la partie D : X suit la loi 
1 

binomiale 58 ( n, p ) avec n 2 2 et O < p < z. 
a) En reprenant la definition du rbel a associe h la variable X, montrer que a = Un. 

Montrer que X verifie la proprieté P. 
b) Calculer E(Y X). 

En déduire que E(X1) - E(X0) = f ( n, p ) ( où f est la fonction introduite en D-1) puis que 

X a la proprieté Q. 

c) On consid&re l'application partielle : 
1 

g :  y + g(y)=f(n,y)dCfiniesur]O, z [ (1122) 

1 n - 1 n-1 
Montrer que g admet un maximum M n  = 5 ( 7) 

d) Montrer que la fonction + : x 

que sa dérivee seconde est strictement positive sur [2, +oj [ et que lim g'(x) = O. 

En deduire que la suite ( M k  )k 2 est strictement dtkroissante. 

1 
( x - 1) ln(1- ;) est de classe C2 SUI [2, +oo [, 

X--++CO 

e) Montrer que la suite ( Mk )k 2 converge, prkciser sa limite et montrer que pour tout' 
1 1 entier k supérieur ou egd h 2, - s M k  5 2e . 

4 - On suppose que deux joueurs Alain et BCatrice jouent h pile ou face avec une piece 

déséquilibrée, la probabilité d'obtenir "face" &tant &gale B p ( O < p < T ). 1 

Une pièce est lancee n fois ( n 2 2 ), les lancers successifs sont supposQ indbpendants. 

Alain empoche un gain Cgal au nombre de faces apparues si ce nombre de faces est pair 

ei 3i.aLriceI un gain kgal au nombre de faces apparues si ce nombre de faces est impair. 

a) Quel est celui des joueurs qui a le plus-de chances de gagner ? 

b) Quel est celui des joueurs qui a la plus forte espCrance de gain ? 

c) Comment interpreter l'encadrement obtenu B la question 3-e) de cette partie ? 


