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L s SEC Mathematiques 111 Option 6conomique 

La prdsentation, la lisibilit4, l'orthographe, la qualitd de la &taction, la clartd ei 
la prdcision des raisonnements entreront pour une part importante dans 
I'appr6ciation des copies. 
Les candidats sont invites B encadrer dans la mesure du possible les rdsultak de 
leurs calculs. 
Ils ne doivent faire usage d'aucun document ; l'utilisation de toute CalculathCa et 
de tout matdriel dlectroniqwe est interdite. 
Seule l'utilisation dune r&le graduh est autorisde. 

Exercice I 
On compare dans cet exercice les intérêts rapportes par une somme donnee 
plac6e de différentes façons possibles. 

Io) Une auestlon technlaue. 
Dans toute cette question, on désigne par x un nombre réel positif donne. 
a) On considhre la fonction définie pour tout nombre r6el t > O par: 

Calculer f (t) et f"(t). Quel est le signe de f" (t)? 
Calculer la limite de f(t) quand t tend vers foo. Quel est le signe de f(t)? 
En deduire le sens de variation de la fonction f sur ]O, +O[. 
b) On considhre la suite definie pour tout nombre entier n 2 1 par: 

Un = (1.x)". 

- Mduire de I'Btude de f le sens de variation des suites (In(un)) et (Un). - Calculer la limite de la suite (Un) lorsque n tend vers +o. 

2") 
On considbre une somme S, que l'on place de differentes façons. 
a) On place S, durant une annee au taux d'inter& annuel r > O. 
De quelle somme dispose-t-on B l'issue d'une annee de placement? 
b) On subdivise I'annee en n periodes de durees bgales, et l'on place S, 
durant une année B un taux d'intérêt dgalB r/n pour chacune des periodes. 
De quelle somme dispose-1-on B l'issue d'une annee de placement? 
Determiner la limite de celle-ci lorsque n tend vers +m. 

Comparer ces deux placements des questions a) et b), et conclure. 
c) On subdivise I'annee en n periodes de durees bgales, et l'on place S, 
durant une ann6e B un taux d'inter& 6gal B rn pour chacune des petiodes (où 
rn est donc independant de la periode considMe). - de quelle somme dispose-t-on B l'issue d'une annde de placement? 
- Exprimer rn en fonction de r et de n pour que le placement d'une somme 
rapporte les mêmes intérêts, que celle-ci soit placde B I'annee au taux d'int6- 
rêt annuel r ou I'annee divisée en n periodes au taux d'int6rêt par p6riode rn. 
A titre d'exemple, si r = 12%, le taux mensuel est dgal B 0,95%. 

3O) T a u d  'intérêt annuel et mx d'interet ins-6 c o n s t a  
On considère une somme S, que l'on place au taux d'intérêt instantand i > O, 
ce qui signifie que si l'on dispose B l'instant t 2 O de la somme S(t) (avec donc 
S(0) = S,), alors on dispose à l'instant t+h 2 O de la somme S(t+h) où: 

S(t+h) = S(t).[l + ih + he(h)] 
OÙ E(h)  tend vers O lorsque h tend vers O. 

et ~ a u u U U r ê t  u u W a X k m  de 1'- 
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a) Prouver que S est dérivable en t, et exprimer S'(t) en fonction de S(t) et i. 
b) Etudier la fonction t + exp(-it)S(t), puis en déduire l'expression de S(t) 
en fonction de Sol t et i. 
c) Quelle est la somme S(1) obtenue 8 l'issue d'une année de placement? 
Exprimer i en fonction de r pour que le placement d'une somme rapporte 
les mêmes intérêts, que celle-ci soit placée B l'année au taux d'intérêt annuel 
r ou au taux d'intérêt instantané i. 
A titre d'exemple, si r = 12%, le taux instantané est @al à 11'33%. 

'. , - . 
4") HaGements avec kuJx d Interet - varable. 
On considere une somme S, que l'on place au taux d'intérêt instantané i(t) 2 O 
ce qui signifie que si l'on dispose 8 l'instant t 1 O de la somme S(t) (avec donc 
S(0) = So), alors on dispose à l'instant t+h 2 O de la somme S(t+h) où: 

S(t+h) = S(t).[l + i(t)h + he(h)] 
où E(h) tend vers O lorsque h tend vers O. 
On suppose la fonction t + i(t) continue sur R +  et l'on note I sa primitive 
s'annulant en O. 
a) Prouver que S est dérivable, et exprimer S(t) en fonction de S(t) et de i(t). 
b) Etudier la fonction t + exp(-l(t))S(t), puis en déduire l'expression de S(t) en 
fonction de S, et I(t). 
c) En déduire la somme S(n) obtenue 8 l'issue de n années de placement 
dans les quatre cas suivants (i et a sont des nombres r6els positifs donnés): 
1. i(t) = i (taux constant). 
2. i(t) = i(l + asint) (fluctuation autour d'un taux constant i). 
3. i(t) = i ( l  + aexp(-t)) (taux tendant asymptotiquement vers i sans osciller). 
4. i(t) = i ( l+  asint.exp(-t)) (taux tendant asymptotiquement vers i en oscillant). 
(On donnera à chaque fois l'allure de la courbe représentative de la fonction i 
sur R+, ainsi que l'expression de la primitive 1). 

Exercice II 
Dans cet exercice, on désigne par P,, l'espace vectoriel des fonctions-polynômes 
de degré inférieur ou 6gal n. Celui-ci est rapport6 dans toute la suite A sa base 
canonique (eo, 81, ... en), définie par e,(x) = 1, 81(X) = x, ... e,(x) = x". 

1") 'un en ism 
On %nd:n: par a ?p:o%b re tt: f%la~~l'%%%p~ou r toute fonction- po I y nô me 
P appartenant à Pn, la fonction TaP: 

TaP(X) = P(x+a). 
a) Prouver que TaP est élément de Pn, et prouver la lindarite de l'application Ta 
associant à toute fonction P appartenant A P,, la fonction TaP appartenant à Pn. 
b) Déterminer la matrice Ma de l'endomorphisme Ta dans la base canonique de Pn, 
et prouver I'inversibilité de Ma et de Ta. 
c) Déterminer, pour a # O, la (ou les) valeur(s) propre(s) h de Ta et les fonctions- 
+ü;,mômes P associées (qui vérifient donc TaP(X) = hP(x) pour tout nombre réel x). 

I 

2") Compas ition des e ndomo rphismes Ta. a€ 2. 
a) Etant donnés des nombres entiers a, b, déterminer les endomorphismes com- 
posés Ta O Tb et Tb O Ta, et en déduire que (Ta)-' = T-a. 
b) Expliciter ainsi le carre et l'inverse de la matrice MI. 
Ecrire en particulier la matrice M1 et son inverse dans le cas n = 4. 
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3") /bDlication à un D robleme de denombrement 
Etant donnes deux nombres entiers naturels p, n, on designe par s(p, n) le nombre 
des surjections d'un ensemble à p elements vers un ensemble à n bléments. 

(On remarquera 9ue s(p, Q) = O et s(Q, n) = 0 et l'on posera s(0, O) = 1). 
a) Déterminer en fonction de p l'expression de s(pl 1) et s(pl 2). 
b) Déterminer en fonction de p l'expression de s(p, p) et de s(p, n) lorsque n > p. 
c) Combien y-a-t-il d'applications d'un ensemble à p éléments dans un ensemble 
à n éléments? 
d) Exprimer à l'aide de n, p, k et s(pl k) le nombre des applications d'un ensemble 
à p éléments dans un ensemble à n dlements dont le cardinal de l'image est égal 
à k (et donc O I k I n). 
e) Prouver enfin la formule suivante: 

n 
np= Ck,s(p,k). 

En déduire l'expression de la matrice-ligne [s(p, O), s(pl 1)' ... s(p, n)].Ml, puis 
donner l'expression de s(p, n) en fonction de p et n. 
Applications: 
i) Etant donnés deux ensembles Ep et En de cardinaux p et n, déterminer à l'aide 
de n et p les nombres respectifs des applications injectives, surjectives, bijectives 
de Ep dans En. 
ii) Determiner la valeur de l'expression suivante pour tout nombre entier naturel n: 

k=O 

n 
C:(-l)n-k kn. 

k=O 

4') Valeur des no m b r m  Dour D 5 n+L 
On pose pour tout nombre entier naturel n et tout nombre réel x: 

fn(x) = (ex - 1 )n. 
a) Exprimer fn(X) sous forme de somme en utilisant la formule du binôme de Newton. 
b) Determiner fn(P)(O) et montrer que fn(P)(O) = s(p, n) pour tout nombre entier p. 2 O. 

c) Ecrire le dbeloppement limite l'ordre 3 de x + ex - 1 en O, et en deduire 
l'expression en fonction de n des trois nombres r6els a, bn, cn tels que: 

OÙ E(X) tend vers O lorsque x tend vers O. 
d) A l'aide de la formule de Taylor-Young 6crite & l'ordre n+2 en O, donner alors 
la valeur des nombres s(p, n) pour O s p s n+2. 

fn(x) = a x n  + b#+l + CnX"+' + x"+~.E(x) 


