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Exercice 1 

Partie A 

On considère dans M s ( R )  les 3 matrices suivantes : 

1 1 2  1 -2 O O O -; 
1. Montrer que P est inversible et calculer P-’ (tous les détails des calculs figureront sur la copie). 

2. (a) Vérifier que : P-’MP = D et en déduire M en fonction de P, D et P-l.  
(b) Déterminer D” pour tout entier naturel n non nul. 
(c) En expliquant le raisonnement suivi, exprimer Mn en fonction de P, D” et P-’ pour tout 

entier naturel n non nul. (a)” + (-;)” (2)” - (-a>“ 
(a)” - (-2)” (I) 2 + (-a)” 

2 - 2 (a)” 
n 

(d) Etablir que, pour tout entier naturel n non nul : M n  = 
2 

Partie B 

Un tourniquet comprend 3 cases A, B et C.  Au cours des instants successifs O, 1 ,2 ,3 ,  - .  . , n,  - a 

une boule se déplace sur le tourniquet de la manière suivante : 

0 A l’instant O, la boule est en A. 

0 Si à l’instant n la boule est en A, à l’instant n + 1 elle est en B ou en C avec équiprobabilité. 

0 Si à l’instant n la boule est en B,  à l’instant n + 1 elle est en A ou en C avec équiprobabilité. 

0 Si à l’instant n la boule est en C, elle y reste à l’instant n + 1. 

Pour n entier naturel, on désigne par : 

0 A,  l’événement “la boule est dans la case A à l’instant n’’ 

0 B, l’événement “la boule est dans la case B à l’instant n” 

0 C, l’événement “la boule est dans la case C à l’instant n”, 

(5). et l’on note : a, = l‘(A,), b, = P(B,), c, = P(C,) et X, = 

1. (a) Donner les probabilités : P(Ao), l‘(Bo), P(C0). 
(b) Calculer P(A1), P(B1),  P(C1) et vérifier que P(A1) + P(B1) + P(C1) = 1 . 

2. Dans cette question n est un entier naturel non nul. 

(a) Donner les 9 probabilités suivantes : P(A,+lIA,), P(Bn+l(B,) et P(Cn+llCn) ; 

(b) A l’aide de la formule des probabilités totales, exprimer les probabilités a,+l, b,+l et c,+] 

(c) En déduire que : Xn+l = M * X,, M désignant la matrice de la partie A.  

P(B,+l(A,) et P(C,+lIA,) ; P(An+lIBn) et P(Cn+lIB,) ; P(A,+1ICn) et P(Bn+lICn). 

en fonction des probabilités a,, b, et c,. 



3. (a) Montrer par récurrence que : pour tout entier naturel n, X ,  = Mn . Xo. 
(b) En déduire pour n entier naturel les expressions de a,, b, et c, en fonction de n et vérifier 

4. Soit T la variable aléatoire égale au nombre de déplacements nécessaires pour que la boule 

que : a, + b, + c, = 1 . 

atteigne C pour la première fois. 
k désigne un entier naturel non nul. 

(a) Vérifier que : (7‘ = k) = (Ak-l n c k )  u (Bk-1 n c k ) .  

(b) Exprimer P(T = k) en fonction de k. Reconnaître la loi de 2’. Donner E ( T ) .  

Exercice 2 

Partie A 
X 

Soit f la fonction numérique définie sur [l; +CO[ par : f (x) = 

On désigne par C la courbe représentative de f dans un repère du plan. 
x - l n x  

Déterminer la limite de f en +m. 

En déduire la nature de la branche infinie de C en +m. 

Résoudre dans [l; +m[ l’inéquation : 1 - lnx 2 O. 
En déduire que f’(x) s’annule et change de signe en x = e. 

Donner le tableau de variations de f .  

3. Donner les équations des tangentes à la courbe C aux points d’abscisses 1 et e. 

4. Construire C ainsi que ses tangentes remarquables et asymptotes éventuelles dans un repère 
e 

e - 1  
orthonormé d’unité 3 cm. On prendra : e 21 2 ,7  ; - - - 1 ’ 6 .  

Partie B 

Soit a un réel strictement plus grand que 1. 

Soit T une variable aléatoire à valeurs dans lV \ {O} de loi définie par : 

pour k entier naturel non nul, P(T = k) = p -  , où p est une constante réelle strictement 

positive. 

n désigne un entier naturel non nul. 

1. (a) Rappeler le signe de - In a et comparer le réel - In a au nombre 1. En déduire lim (e),. 
a a n++w 

(b) Pour tout x réel différent de 1, développer (1 + x + . . -  + P-’)( 1 - z) 
1 - xn xk-’ = ~ 

1 - 2  

n 

et en déduire que : 
k = l  

k-1 

2. On pose s n  = 2 (5) . 
k= 1 

In a 
a 

(a) Exprimer S, en fonction de n et de - . 



(b) En déduire que : lim S, = f ( a )  , où f est la fonction définie dans la partie A. 
n++w 

In a 
3. (a) Montrer alors que la loi de T est bien définie pour : p = 1 - - 

a 
(b) Reconnaître la loi de T et donner E ( T ) .  

Exercice 3 

Partie A 

On désigne par X la variable aléatoire “durée de vie” (en heures) d’un appareil ménager. 
On suppose que X admet pour densité de probabilité la fonction f définie par : 

0,002e-0~002x si x 2 O 

( 0  s i x < O  
f ( x )  = 

1. Reconnaître la loi de X. Donner E ( X )  et V ( X ) .  Déterminer la fonction de répartition de X. 

2. (a) Calculer la probabilité pour qu’un appareil fonctionne au moins 800 heures. 
(b) Calculer la probabilité pour qu’un appareil fonctionne moins de 900 heures sachant qu’il a 

fonctionné au moins 800 heures . 

500 
1 -- On rappelle que : O, 002 = - et on prendra : e 2i O ,  202 ; e-5 2i O, 819 . 

Partie B 

Le taux de pannes d’une centrifugeuse étant trop élevé, son fabricant décide de rappeler les 10000 

On estime à 0, l  la probabilité qu’une quelconque de ces centrifugeuses soit retournée à l’un des 

Les retours sont indépendants les uns des autres. 

Soit 2 la variable aléatoire égale au nombre de centrifugeuses retournées dans toute la France. 

unités déjà vendues en France en diffusant un communiqué dans la presse. 

concessionnaires. 

1. Reconnaître la loi de 2. Donner E ( Z ) ,  V ( 2 ) .  

2. (a) Justifier que l’on peut approcher la loi de 2 par une loi normale n/(m,a) dont on déter- 
minera les paramètres. 

Tous les calculs suivants seront faits avec cette approximation et l’on ne tiendra pas compte 
de la correction de continuité. 
On désigne par @ la fonction de répartition de la loi normale &’(O, 1). 

(b) Rappeler pour tout J: réel la valeur de @(x) + a(-.). 
(c) Exprimer P(970 5 2 5 1030) en fonction de @(1). 
(d) Déterminer le plus grand entier M tel que P ( Z  2 M )  2 O, 9772. 

Extrait de la table normale centrée réduite : @( 1) N O, 8413 ; @(a) N O, 9772 . 


