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L>épreuve est composée d’un exercice et d’un probléme indépendants.

Exercice

On considére les matrices carrées d’ordre 4 suivantes :

2 1 1 1

5 5 5 5

1000 111 1 12 1 1
0100 111 1 5 5 5 &5
Islg o010 751111 et A"ll%l
000 1 1111 5 5 5 5
11 1 2

5 5 5 5

1} Calculer la matrice J?, puis pour tout entier naturel n non nul, la matrice J™.
2) a) Exprimer la matrice A en fonction des matrices I et J.

4 5n
3) On considére les suites numériques (pn)nen, (gn)neN, (Ta)nex, (Sn)nexy définies par leurs premiers termes
po =1, go =79 = sg = 0, et, pour tout entier naturel n, par les relations de récurrence :

1 1 1
b) En déduire, pour tout entier naturel n non nul, égalité : A™ = 5—"I + 1- —) J.

_2 +1 +l1' +ls
Pnt+1 = 5Pn SQn g'n T S

21
Qn+1"5pn 5Qn 5 n T g

1 2 1
Tn+l = gpn + gq-n + grn + ’5'377,

1 1 2
Sn+1 = gpn + an + =7Ta + =5n

5 5
4 Pn
On note, pour tout entier naturel n, X, la matrice-colonne suivante: X, = Z"
n
Sn

a) Vérifier, pour tout entier naturel n, I’égalité matricielle: Xn+; = AX,. En déduire, pour tout entier
naturel » non nul, ’égalité : X,, = A" Xj.
b) Donner, pour tout entier naturel n non nul, les expressions de pn, ¢, n, s, en fonction de n.

c) Déterminer les limites des suites (pp)nen, (gn)neN, (Tn)neN, (Sn)new-
n

d) Pour tout entier naturel » non nul, on pose G, = Z(—lﬁpi + 8¢; + 8s;).
i=1
Donner, pour tout entier naturel » non nul, ’expression de G, en fonction de n et en déduire la limite
de la suite (Gn),ex*-
4) Application & un jeu de hasard

On suppose qu’un joueur fait avancer un pion sur les quatre cases d’un disque partagé en quadrants numérotés
0, 1, 2, 3 dans le sens des aiguilles d’une montre, selon le protocole suivant :
¢ au début du jeu, le pion est sur la case 0;
e 2 chaque coup, le joueur tire, de facon équiprobable, un élément & de {0, 1,2, 3,4}, et avance son pion de
k cases, en tournant dans le sens des aiguilles d’'une montre.
On note, pour tout entier naturel n, P, ’événement < juste avant le (n + 1)**™ coup, le pion est sur la
case 0 », @, l'événement « juste avant le (n + 1)**™¢ coup, le pion est sur la case 1 », R, I'événement
< juste avant le (n+ 1)¥™e coup, le pion est sur la case 2 », S, I’événement <« juste avant le (n+ 1)*me
coup, le pion est sur la case 3 ».

a) A D’aide de la formule des probabilités totales, exprimer, pour tout entier naturel n, les probabilités des
événements Pni1, Qni1, Rat1, Snt1, en fonction des probabilités des événements Pn, Qn, Rn, Sn.
b) En déduire que ces probabilités sont données par les valeurs des suites (Pn)nen, (@n)nes, (Tn)nen,

(sn)nen définies a la question 3.
¢) Interpréter alors le résultat de la question 3.c).



d) On suppose que, chaque fois que le pion s’arréte sur la case 0, le joueur paye 16 euros et que, chaque fois
que le pion s’arréte sur une des cases 1 ou 3, le joueur recoit 8 eurcs (dans le cas ol le pion s’arréte sur
la case 2, rien ne se passe).

Interpréter le nombre G, de la question 3.d).
Le jeu est-il, en moyenne, favorable au joueur ?

Probléme

On dispose d’une urne contenant deux boules, 'une numérotée 1, l'autre 2. On effectue, dans cette urne, une
succession de tirages au hasard d’une boule en notant le numéro obtenu, la boule tirée étant remise dans 'urne
apres chaque tirage. La suite aléatoire des numéros tirés fournit ainsi une suite (X,),cy+ de variables aléatoires

indépendantes, toutes de méme loi vérifiant: P ([X, = 1)) =P ([X, =2]) = =-

Pour tout entier naturel » non nul,onnote S, = X1+ X2 +...+ X5 ; Sn dwgne donc la somme des numéros
obtenus au cours des n premiers tirages.

Un entier naturel N non nul étant donné, on considére la variable aléatoire Ty égale au rang n ou, pour la
premieére fois, on a S, > N. Par exemple si N = 5 et si les premiers numéros tirés sont 2,1,2,1,1,... alors
Ts prend la valeur 4. De méme, toujours si N =5, si les premiers numéros tirés sont 2,2,2,1,2,... alors T;
prend la valeur 3.

PARTIE 1: Préliminaires

1) On considére la suite réelle (”n)neN‘ définie par la donnée des deux premiers termes, vy = %, vy = % et,
pour tout entier naturel n non nul, par la relation : vyys = %(vm,. 1+ vn).
Montrer, pour tout entier naturel » non nul, ’égalité: v, = -g— + % (::2—1)"

2) On considére la suite réelle (Wn)npey+ définie par la donnée des deux premiers termes, w; = g, wy = g et,

. . 1
pour tout entier naturel = non nul, par la relation : wp49 = §(w"+1 +w,)+1.

. i . 2n .
Montrer que la suite (vn), .y« définie, pour tout entier naturel n non nul, par v, = wy — —, vérifie les

hypotheses de la question précédente et en déduire, pour tout entier naturel » non nul, la valeur de w, en
fonction de n.

PARTIE II: Etude de la loi de Ty

1) Exemples
a) Donner les lois de T et T, ainsi que leurs espérances et variances.
b) Montrer que les valeurs prises par Ts sont 3,4,5,6 et donner le tableau de la loi conjointe de Ts et X;.

1
On montrera, en particulier, que: P ([T =5N X; =2}) = T etque P(T5 =4NnX;=1]) = 7
¢) Déterminer la loi de Ts, calculer son espérance et sa variance.
d) Les variables Ts et X, sont-elles indépendantes ? Déterminer la covariance de Ts et X;.

e) Les variables T5 et X» sont-elles indépendantes ?

2) Calcul de Pespérance de Ty
On revient au cas général ou N désigne un entier naturel non nul.
a) i) Déterminer la plus petite et la plus grande valeur prises par T dans le cas ol N est pair (N = 2M ).
ii) Déterminer la plus petite et la plus grande valeur prises par Ty dans le cas ou N est impair
(N=2M +1).
b) Soit & un entier naturel non nul. En conditionnant par le résultat du premier tirage, justifier 1'égalité
suivante :

P({Tisz = k) = P (Twes =k — 1) + 5P (T =k~ 1)),

N+3 N+2
¢) i) Vérifier les égalités: E(Tn42) = Y kP ([Tys2=k]) et E(Ty)= Y kP ([Ty =k)).

k=1



N+3
ii) Prouver égalité : Z KP(Tn =k-1))=E(Tn)+1.
k=1
iii) En déduire ’égalité: E(Tniq) = %(E (Tw) + E(Tnt1)) + 1.

d) A P’aide de la partie I, montrer que, pour tout entier naturel N non nul, on a:

6N+8 1 (—21)1"

EIw)=—5—*3

E(Tw) 9

Quelle est la limite de la suite de terme général
Pour quelle raison ce résultat est-il plausible ?
3) La loi de Tn
On désigne toujours par N un entier naturel non nul.
a) Pour tout entier naturel k& non nul, justifier I'égalité: P ([Tn > k]) = P ([Sk < N]).
On rappelle que S, = X1+ Xo+ ...+ X&.
En déduire I'égalité: P ([Tw > k]) = P{{Zx < N —k]) ol Z; est une variable aléatoire suivant la loi

binomiale de parametres k et 5

N-k
b) Btablir I'égalité: P ([Ty > k) = 2_1k e
1=0

On rappelle que le coefficient binomial Ci est nul si i > k.

PARTIE III: Cas particulier o N = 150

On admet que, pour V = 150, la loi de Tis¢ peut étre approchée, au moins pour les valeurs proches de

I’espérance, par la loi de T = 100+ —Y ol Y est une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.

1) Déterminer la densité continue de la variable T et donner son tableau de variation.

2) Calculer ’espérance et la variance de la variable T'.

3) a) A l’aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, établir la minoration suivante : P (95 < T £ 105)) >
b) Sachant que P ([Y" < 1,3]) = 0,933, calculer P ([95 < T < 105]).

4) Soit F' la fonction de répartition de T. Pour tout réel z, on pose G(z) = F(z + 5) — F(z - 5).
Etudier les variations de G. '
En déduire la valeur du réel z qui maximise la probabilité P([z —5 < T < = +5]).

=14,




