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Exerdcel 

Soient a et b deux r6els strictement positifs, X et Y deux variables ai6atoires definies sur un m&ne 

espace probabilisé, ind@endantes, suivant chacune une loi exponentielle de param&fes respectifs a et b. 

1) Determiner la fonction de tipartition, puis une densit6, de la variable al&tolre - X. 

2) Montrer que Y - X admet une densit6, not6e h, d6finia par : 

h(t) = *exp(-bt) pourt>O eth(t) = *exp(at) pour tl: 0. 
atb a+b 

On conskl&e la variable aleatoire Z = 1 X - Y 1. 

3)Soiisunr6elpositKEtaMirMgaliiP(Z~ s)= l- bew(was~~“(-bs). 

4) a) Montrer que Z est une variable al6atoii a denstt6 et en donner une densit6. 

b) Montrer que Z admet une esp&ance et la calculer. 

Exedœ2 

Soient n un entiar 2 2 et E l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coeffints Ms. 

I est la matrice tdentlt6 de E. On note tA la transpo&e d’un Mment A de E. Si A = (ay) appartient a E, 

onappelletracedeAetonnotetr(A),lasommea,,+~+...+a,,,, desMmentsdtagonauxdeA.. 

On conskNre I’applicatin g de E x E dans IR, qui a deux matrices A et 6 de E fait correspondre le r6el 

g( A B 1 = W ‘W. 

1) Montrer que l’application tr qui a tout élément de E associe sa trace, est une forme lin6atre sur E. 

2)a)SoiiMunematrkzedeE.Montrerquetr(M)=tr(~). 

b) En d&luire que, pour tout couple ( A, B ) de matrices de E, on a g( A, B ) = g( fi, A ), 

3) Sott A un Mment de E. Montrer que g( A, A ) est la somme des carres des coefMents de A 

4) Montrer, à l’aide des questions pr&c&tentes, que g est un produit scalaire sur E. 

Soit 8 = (e,, e, . . . . e,,) la base canonique de IRn et f l’endomorphisme de IRn defini par : 

f(e,)=e, et,pourtoutentierktelque2 5 ks n,f(ek)=qr-l . 

5) a) Montrer que f est un automorphtsme de Il?? 

b)SoitUlamatrtcedafdanslabase&.MontrerqueUn=IetqueU-1=‘U. 

On suppose, pourles deux quea suivantes, que n = 4. 

6) Calculer Us et U3 et montrer que ( 1, U, U2, U3) est una famille or%ogonale pour le produit scalaire g. 

7)OnnateFlesous~~rieldeE~nd~parlafamille(I,U,~,U3)etVlamaaicedeEdontla 

prembrelllest- de 1 et les autres uniquement de 0. Calculer la projectton orthogonale W 

deVsurF. 
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Dans tout le probléme, n est un entier positif ou nul, a un entier pair suphieur ou 6gal à 4 et p un r&el 

tel que 0 c p c 1. Pour simplifier les &Mures, on pose a, = 2w1a. 

Un jeu est une succession de jets d’une pi&ce qui fait pile avec la probabilité p. Un joueur dispose 

initialement d’une fortune a. On note F, la variable aléatoii 6gale à la fortune du joueur à l’issue du 

du nBme lancer. On convient que F, est la wiable aléatoire certaine 6gale à a. On obtient la fortune 

F,, à partir de F, de la manière suivante : 

avant le lancer n+l , le joueur mise une partie X, , entière, de sa fortune sur pile et l’autre partie, F, - X, , 

sur face. Si le lancer n+l fait apparaître pile, la fortune F,,, est égale à 2X,, s’il fait apparaître face, 

la fortune F,, est égale à 2(F, - X,,). Ainsi, il tout instant, la fortune du joueur est un entier pair, 

hentuellement nul. 

On &udie, dans ce probléme, deux exemples ( parties 1 et 2 ) dans lesquels les mises X,, sont des 

variables aMafoh-es. A cet effet, on associe aux variables albatoires F, des polynhes G, dont les 

proprietés g&&ales sont hablies en pr6liminaire. Ces polyndmes seront 9 obtenir des informations 

sur l’évolution de la fortune du joueur tout au long du jeu. 

E( X ) et V( X ) designent, quand elles existent, I’esphance et la variante de X. 

R&Wtats pr&iminairee . 

1) Pour tout entier positif ou nul n, montrer que F, prend ses valeurs dans { 0 ,2 ,4 , . . . . 2a, }. 

a” 

Pour tout entier positif ou nul n, on d6finit le polynbme G, par : G,,(x)= c P( F,=2k)+ 

2) a) Calculer G& 1 ). 
k=O 

b) Que reptisente concrbtement G& 0 ) ? Montrer, B l’aide d’un argument probabiliste, que la suite 

de terme génhal G”( 0 ) est croissante et convergente. 

c) Montrer que G’& 1 ) = E( F, ) / 2. Etablir de mQme que V( F, ) = 4G”& 1 ) + 2E( F, ) - E( F, )2. 

3) Montrer que le polyn6me G, est convexe sur IFP. 

Sol n un entier positiF ou nul et k un entier tel que 0 < k I, a,. On suppose dans cette partie que la 

loi condiinnelle de X, sachant { F, = 2k ) est une loi uniforme sur ( 0, 1,2, . . . . 2k - 1,2k }. 
. 

1) Etablir, pour tout entier j tel que 0 5 j S 2k, l%galit& P( F,,+, = 2j n F, = 2k ) = 1 
2k+l 

P( F,=2k). 

(On pourra utiliser le syst&me complet d%&ements constitué par les deux r6sultats possibles 

du lancer n + 1.) 

2) En deduire, pour tout entier j tel que 0 I j 5. a,,, une expression sommatoii de P( F,,+, = 2j ). 

an ’ 

3) Monbw que pour xappartenant & [ 0 ,l [, G,,( x) = c 
P+‘-1 

k=O (2k+l)4x-l) 
P( F,=2k). 

Tournez la page S.V.P. 
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I 
1 

4) En d&Iuire, pour x appartenant h IR, Mgalit6 : ( 1 - x )G,,+,( x) = G,@b (1) 
X 

5) Prouvar, en dhivant deux fo&~ cette @alU, que pour tout n 2 0, on a E( F, ) = a. 

i3auxbm partia (Les deux sous patfias A et B sont ind@endantes) 

On suppose malntenant qua la loi cond&me//e de la variable X, sachant ( F, = 2k } est une loi 

binbmiale de paramhes 2k et r, r &ant un r6el de ] 0 , 1 [. 

4 simum infonnaiqw do r0xphhœ 
On cons#ere le programme suivant : 

program simulation ; 

var a,n,i,X,F:integer; 

r,p:real; 

function mise(m:intager,s:real):integer; 

s . . . . . . . . . , . . . . . . .  

end ; 
begin 

~~~;readln(n);readln(p);readln(r);readln(a);F:=a; 

fori:= 1 tondo 

begii X:=mise(F,r); 

if random < p then . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
end ; 

end. 

La fonction ” random w  est une fonction sans argument. A son appel, l’ordinateur g&&re un nombre 

al&toire compris entre 0 et 1, nombre qui suit une loi uniforme sur [0 , 11. L’instrucWn ” randamlze * 

est utllisee pour obliger I’ordiitaur h ghhr un nouwau nombre & chaque appel da la fonchn. 

Lafondion”mise”estunefonctbnquisimuleunelolbhbmialedeparametresmets.Uleddt 

dom:prendre,Bchaqueappd,unevaleura~~~compriseausenslargeentreOetm,la 

pmbabllltd qu’elle prenne une valeur don* 6tant celle fournie par la loi binhnlale da param&es m et 8. 

1) R6dlger les lignes manquar&s ( d6claraWns et instructbns ) dans la d&flnlh da la fonctbn ” mise “. 

2) RMlger les insbudkns manquantes du corps principal du programme de talle sorte que celucd calcule 

etafflchelesfortuneswcws&asF ,, . . . . F, du joueur, las paramtis a, r, p, n Otant fournis par 

I’utllisateur. 
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W-q- 

Danstoutecettepartie,onposeraA=$+( 1 -p)( 1 -r)2etB=2@r+( l-p)( 1 -r)]. 

1) En procktant comme dans les troii premieres questions de la Premiere partie, montrer que pour 
tout*lxettoutentiernZ 0,ona: G,1(x)=pG,[(~+l-r)21+(1-p)G,[(x-~+r)21. (2) 

Dans les questions 2 et 3, on suppose que p = 1R. 
On consld&e le trinbme Q, tifmi par CI( x) = ti + 2r( l-r )x + A, et la suite (u,,) d6finie par la condition 

initiale u,, = 0 et, pour tout entier n 2 0, par la relation de rhurrenœ u,,+~ = Q( u,,). 

2)a)Montrer,pourtoutn5el~I’6galit6:Q(x)=x+A(x-l)2. 

b) Montrer que I’intenralle [O , 1] est stable par Q. 

c) Montrer que la suite (u& est croissante et conwgente. Donner la valeur de sa liiite. 

3) a) Monbw, en utilisant ( 2 ) et la conwxM de G, que pour tout entier n 2 0 et tout rW x 2 0, on a 

I’ialité:G,,(x);L G,[Q(x)]. 

b) Etablir, pour tout entier n 2 0, IWgalW : G,,( 0 ) 2 G,( u, ). Conclure. 

On revient au œs ghdmlp quelconque. 

4) a) Montrer 61 raide de ( 2 ), que la suite (E( F, )h est g&Mtrique de raison B. 

b)En~ntp’=lR-petr’=lR-r,otudierlalin#edeœ~suaesu~ntlesvaleursdepetr. 

c) Montrer que si la suite (E( F, )),, tend vers 0, alors la suite (P( F, = 0 )), tend vers 1. 

5) a) Pour tout entier n r! 0, 6tablir B l’aide da ( 2 ) une relation entre G”,J 1 ), G”,,( 1 ) et G’& 1). 

b) Montrer que la suite de terme ghhal vn = G”& 1 ) / Bn est arlthm&kog6omMque. 

c) En deduire, pour tout entier n 2 0, une expression e@icite de G”,,( 1 ) en fonction de a, n, A, B. 

On suppose, dans cette demidm questbn, qUe p = f= 1B. 

6) a) Calculer les tmis r6el A, B, &2 et en d6duire un 6quiualent de V( F, ) quand n Bend vers l’infini. 

b) Montrer, 4 Mde de lWgallt6 de Bhaym&Tchebichev, que la probabiiit8 P( F, < fl a) tend vers 1 

quand n tend vws Mini. (On utilisera les Mgallth : 21” > lO/ 9 et 3&4 .) 


