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"L’usage de toute calculatrice ou de tout matériel électronique

est interdit pendant cette épreuve™.
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L’épreuve est composée de trois exercices indépendants.
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EXERCICE 1

Partie 1:

2

On désigne par C 52 courbe représentative dans un repére du plan.

2
Soit f la fonction définie pour tout x réel par: flx) = [1 +x+ x__) e ¥

1. (a)  Déterminer les limites de fen —w eten + .
(b)  Etudier les branches infinies de C £
2. (a)  Déterminer la fonction dérivée f' de f et dresser le tableau de variations de £ .

(b)  Deéterminer une équation de la tangente & C £ au point d’abscisse 0.

Tracer cette tangente dans un repére orthogonal d’unités :
2 cm sur I’axe des abscisses et 10 cm sur I’axe des ordonnées.

(c)  Donner l'allure de C f et ses asymptotes éventuelles dans ce méme repére.
On donne les valeurs suivantes :  f(-1) ~ 1,36 ; f(1)~ 0,92 ; f(2)= 0,68 ; f(5) ~ 0,12

Partie 2:

M désigne un nombre réel positif, » un entier naturel.
g M n —-x M 0 —x M -X
On définit l'intégrale : [ (M) = '[ x"e “dx en convenant que /(M) = J‘ xe “dx = I e “dx
0 0 0
1. (a)  Calculer /(M)

+o0
(b)  En déduire que I'intégrale impropre j e *dx est convergente.On note / o Sa valeur.
0

2. (a)  Alaide d’une intégration par parties, trouver une relation entre / i1l et 1 (M).

(b)  Endéduire, a I’aide d’une récurrence, que pour tout entier naturel 7 ,
o0
I’ intégrale impropre I x"e¢ *dx est convergente , de valeur /, = n!.
0

(c)  adésigne un paramétre réel.

gx)y=aflx) si x=20

gx)=0 si x<0

Déterminer a pour que g soit une densité de probabilité d’une variable aléatoire Z.
Calculer alors I'espérance E(Z) et la variance V(2).

Soit 1a fonction g définie sur R par {

EXERCICE 2
Partie 1: On consideére dans 72;( IR ) les 4 matrices suivantes:
1 0 0 1 0 0 % 0 0 1 0 0
M=%331;P=~21—1;D=010;I=OlO
0 3 1 1 1 0 0 % 0 0 1



1. (@)  Montrer que P est inversible et calculer P!
(les détails des calculs figureront sur la copie).

(b)  Vérifier que: PMP=D puis exprimer M en fonction de P, D et P!

2. (@)  Pour tout entier naturel » non nul, exprimer les coefficients de la matrice D”.
(b)  Pour tout entier naturel » non nul, exprimer M” en fonctionde P, D" et p
En déduire les coefficients de M” en fonction de 7.

3. (2)  Montrer que D est inversible et calculer D!
(b)  En déduire que M est inversible et exprimer M ~Len fonction de P, D let P71,

Partie 2:

On effectue des tirages dans trois urnes:
¢ Une urne blanche contient 1 boule blanche et 3 boules noires.
¢ Une urne noire contient 3 boules noires et 1 boule verte.
¢ Une urne verte contient 1 boule noire et 3 boules vertes.

Pour le premier tirage, on choisit une urne au hasard, on y prend une boule, on note sa couleur puis
on remet la boule dans 1’urne dont elle provient.

Le second tirage a lieu dans 1’urne ayant la méme couleur que la premiére boule obtenue au premier
tirage: on y prend une boule, on note sa couleur puis on remet la boule dans ’urne dont elle
provient.

On continue ainsi en suivant le méme protocole:

le n+1-iéme tirage s’effectue dans I’urne ayant la méme couleur que la boule obtenue au n-iéme
tirage, et une boule tirée est toujours remise dans ’urne dont elle provient.

Pour 7 entier naturel non nul , on désigne par :

B, I’événement : " le n-i¢me tirage donne une boule blanche ".

N,  T’événement : " le n-iéme tirage donne une boule noire ".

V,  TI’événement : " le n-iéme tirage donne une boule verte ".

1 (a)  Caleuler P(B), P(V, ) et P(V).
(b)  Etablirque P(B,) = 25 ¢ P(N,) = 12,

2. (8  Montrer que pour tout entier naturel nonnul » : P(B ) = 1 P(B )

De quel type est la suite (P(B,)), ., ? En déduire P(B,)en fonctlon den.

n21’
P(B)
(b) M désigne la matrice définie a la partie 1. On pose X a2 = PV,)
P(V,)

En utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet
d’événements {Bn, NV, } établirque : X el = MX,.

(¢ Montrer par récurrence que pour tout entier naturel » non nul, X n =M n-ly 1

3. En déduire P(N, ) et P(V)en fonction de n et déterminer leurs limites quand 7 tend vers + .



EXERCICE 3

(On trouvera a la fin de P’exercice des extraits de table de lois usuelles)

n désigne un entier naturel plus grand que 2.

On dispose d’une urne contenant 2n boules noires et #° - 21 boules blanches.

Un jeu consiste a effectuer n tirages successifs d'une boule dans cette urne, avec remise

de la boule tirée apres chaque tirage.

Un joueur est déclaré gagnant a l'issue du jeu s'il a tiré au plus 2 boules noires au cours des »
tirages.

Un joueur participe a ce jeu suivant les deux situations distinctes suivantes:

1. Situation 1; Dans cette situation, n = 20.

On désigne par p la probabilité d'obtenir une boule noire lors d'un tirage , et par X' la variable
aléatoire égale au nombre de boules noires tirées par le joueur & l'issue du jeu.

1. (a)  Décrire le contenu de l'urne puis calculer la probabilité p.

(b)  Reconnaitre la loi de X.
(On justifiera clairement la réponse et on précisera X{ (2 Jet P(X=k), pour tout élément k de X(€2))

(¢)  Donner l'espérance E(X) et la variance V(X).

2. Calculer la probabilité que le joueur soit gagnant dans cette situation.

I1. Situation 2: Dans cette situation, n est un entier fixé supérieur ou égal a 30.

On désigne par p' la probabilité d'obtenir une boule noire lors d'un tirage , et par Y la variable
aléatoire égale au nombre de boules noires tirées par le joueur a l'issue du jeu.

2

p

(b)  Reconnaitre la loi de Y.

(On justifiera clairement la réponse et on précisera Y( et P(Y=k), pour tout élément £ de Y(€2))

L. (a)  Veérifierque p'=

(c)  Donner I'espérance E(Y) et la variance V(7).

2. (a)  Justifier que la loi de probabilité de Y peut &tre approchée par une loi de Poisson
dont on précisera le paramétre et dont on rappellera les caractéristiques :
ensemble des valeurs, loi de probabilité, espérance, variance.

(b) A T’aide de cette approximation, calculer, a 1’aide de la table fournie ci-dessous,
la probabilité que le joueur soit gagnant dans cette situation.
Retrouver cette valeur sans la table a I’aide de la partie 1 de exercice 1.

Extrait de la table (k, P(n, p, k)) Extrait de la table (k, P(A , k)
de la loi binomiale de taille n = 20 et de paramétre p=0, 1 de la loi de Poisson de parameétre A = 2
k 0 1 2 3 k 0 1 2 3

P(n, p, k) 0, 1216 0,2702 0, 2852 0, 1901 P(A,kp | 0,1353 | 0,2707 | 0,2707 | 0, 1804




