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EXERCICE 

Toutes les variables aléatoires envisagées dans cet exercice sont supposées définies sur le même espace 

probabilisé dont la probabilité est notée P. 

A. Soit X une variable aléatoire prenant chacune des valeurs -1, 0 et 1 avec la probabilité f et Y la 

variable aléatoire définie par Y = X2. 

1) Calculer l’espérance et la variante de la variable aléatoire X, ainsi que l’espérance de la variable 

aléatoire Y. 

2) Exprimer plus simplement en fonction de X et Y les variables aléatoires XY et Y2. 

3) En déduire la variante de Y et la covariance de X et de Y. 

4) Tracer le tableau de la loi conjointe des variables aléatoires X et Y. 

5) En déduire que ces variables aléatoires ne sont pas indépendantes. 

B. Dans cette sous-partie, p, q et X sont trois réels de l’intervalle ]O,l[, X est une variable aléatoire de 

Bernoulli de paramètre p, Y une variable aléatoire de Bernoulli de paramètre q et X est la probabilité 
de l’événement [X = l] II [Y = I]. 

1) Préciser les espérances et les variantes des variables aléatoires X et Y. 

2) Montrer que la variable aléatoire produit XY est une variable de Bernoulli et préciser son para- 
mètre. 

3) Tracer le tableau de la loi conjointe des deux variables aléatoires X et Y. 

4) Calculer en fonction de p, q, A, la covariance de X et de Y. 

5) En utilisant le tableau de la loi conjointe, montrer que les variables aléatoires X et Y sont 

indépendantes si et seulement si leur covariance est nulle. Ce résultat est-il valable pour tout 
couple (X, Y) de variables aléatoires ? 



PROBLÈME 

On appelle durée de vie d’un composant électronique la durée de fonctionnement de ce composant jusqu’à 
sa première panne éventuelle. 

On considère un composant électronique dont la durée de vie est modélisée par une variable aléatoire T à 

valeurs dans IF?.+, définie sur un espace probabilisé dont on note P la probabilité. 
Toutes les variables aléatoires envisagées dans ce problème sont définies sur ce même espace probabilisé. 

Le problème se compose de deux parties pouvant être traitées indépendamment. 

Partie 1 : Cas discret 

On suppose dans cette partie que T est une variable aléatoire à valeurs dans W. 

A. Coefficient d’avarie 

Pour tout entier naturel n, on note d, la probabilité P([T > n]) e on suppose, dans cette sous-partie, t 

que cette probabilité n’est pas nulle quelque soit l’entier naturel n. 

Le composant est mis en service à l’instant 0. Pour tout entier naturel n non nul, on appelle coeficient 

d’avarie à l’instant n du composant, la probabilité qu’il tombe en panne à l’instant n, sachant qu’il 

fonctionne encore à l’instant n - 1, c’est-à-dire le nombre 7r, défini par : 

%- n = P([T = n]/[T > n - 11) 

1) Justifier l’égalité do = 1. 

2) Exprimer, pour tout entier nature~~~~ n, la probabilité P([T = n]) en fonction de d, et de 

4x-1, en déduire l’égalité : nl 72 7r, = 
h-1 . 

3) Dans cette question, on suppose que T suit la loi géométrique de paramètre - , c’est-à-dire que, 
3 

pour tout entier naturel non nul n, P([T = n]) est dom-k par : P([T = n]) = 
0 

$ 
72-l 

5. 

a) Quelle est l’espérance de la variable aléatoire T? 

b) Calculer, pour tout entier naturel n, d, en fonction de n. 
1 

c) En déduire pour tout entier naturel n non nul, l’égalité : r, = -. 
3 

4) On suppose dans cette question que l’on a : 
1 

VnEW, 7riT,=4. 

a) Établir, pour tout entier naturel non nul n, l’égalité : d, = i d,.-i . 

b) En déduire, pour tout entier naturel n, la valeur de d, en fonction de n. 

c) Montrer enfin que T suit une loi géométrique et préciser son paramètre. 

B. Nombre moyen de pannes successives dans un cas particulier 

On suppose, dans cette sous-partie, que la loi de T est donnée par : P([T = 11) = i et P([T = 21) = z. 

Un premier composant est mis en service à l’instant 0 et, quand il tombe en panne, il est remplacé 
instantanément par un composant identique qui sera remplacé à son tour à l’instant de sa première 

panne dans les mêmes conditions, et ainsi de suite. On suppose alors que, pour tout entier strictement 

positif i, la durée de vie du i-ème composant est une variable aléatoire Ti de même loi que T et que 
ces variables aléatoires Ti sont indépendantes. 

Pour tout entier strictement positif n, soit R, la variable aléatoire de Bernoulli prenant la valeur 1 si 

une panne survient à l’instant n et la valeur 0 sinon. Son espérance est notée T,. 

1) a) Calculer l’espérance E(T) de la variable aléatoire T. 
1 7 

b) Vérifier les égalités rl = - et r2 = -. 
3 9 



2) Soit n un entier strictement positif. A l’aide de la formule des probabilités totales, écrire une 
relation donnant P([&+a = 11) en fonction de P( [I&+l = 11) et de P([R, = 11) et en déduire 
l’égalité : 1 2 

7-n+2 = - rn+1+ - 1‘72 
3 3 

3) Pour tout entier naturel non nul 72, on pose : 
87-n - 3~n+1 

s, = 
5 * 

Établir, pour tout entier naturel non nul n, les égalités : 

3r,+l = 8r,--5s, 

3%+1 = lOr, - 7s, 

4) Soit M, A et B les matrices définies par : M= (i :) , A= (l. 1:) et B=$A. 

4 
W 

4 

4 

5) 4 

b) 

Montrer que la matrice M est inversible et calculer son inverse M-l. 

Établir l’égalité : 

Calculer, pour tout entier naturel non nul n, la puissance n-ième de la matrice 
3 0 

( > 
o -2 et 

exprimer la matrice A” en fonction de cette matrice et des matrices M et M-‘. 
Pour tout entier naturel n non nul, donner explicitement la matrice A” puis la matrice B” 

en fonction de n. 

Donner, pour tout entier naturel n non nul, une écriture matricielle des égalités obtenues à 

la question B.3 et en déduire, à l’aide des résultats de la question B.4, que la suite (rn)n>O 
vérifie : 

( > 

72 
VnEW, r,= 5 3+; -g 

En déduire la limite de la suite (rn)n>O. 

6) Soit n un entier strictement positif et U, la variable aléatoire désignant le nombre de pannes (et 
donc de remplacements) survenues jusqu’à l’instant n inclus. 

Exprimer la variable aléatoire U, à l’aide des variables aléatoires R;, calculer l’espérance E(Un) 

et montrer que l’on a : E(G) 1 lim - = -. 
n-m 3n 5 

Partie 2 : Cas continu 

Dans cette partie, T est une variable aléatoire de densité f nulle sur JR:, continue sur IR+ et strictement 
positive sur JR;. Si F est la fonction de répartition de cette variable aléatoire, on appelle loi de survie du 

composant la fonction D définie sur R+ par : 

vt E R+, Il(t) = 1 - F(t) = P([T > t]) 

Pour tout réel t positif, on appelle coeficient d’avarie à l’instant t le nombre r(t) défini par : 

et> 
44 = D(t) 

2 
1. On suppose dans cette question que T suit la loi exponentielle de paramètre -. 

3 

a) Déterminer alors la loi de survie du composant et donner l’allure de sa courbe représentative en 
précisant la tangente à l’origine. 

b) Établir, pour tout réel t positif, l’égalité r(t) = l. 

2. On suppose dans cette question que la densité f de la variable aléatoire T est définie par : 

f(t) = o 
{ 

te-$ si t>0 

si t<o 

a) Vérifier que la fonction f ainsi définie possède les propriétés d’une densité de probabilité. 

314 



b) Préciser la densité continue d’une variable aléatoire normale centrée réduite et en déduire les 

égalités : 

s 

i-00 t2 n- -- e 2dt= -= 
0 d-s 

+m 3 
t2 e-5 & 

2 0 

c) Calculer l’espérance de la variable aléatoire T. 

d) Montrer que la variable aléatoire T2 suit une loi exponentielle et préciser son paramètre. 

En déduire la variante de la variable aléatoire T. 

e) Déterminer la loi de survie du composant et donner l’allure de sa courbe représentative en préci- 
sant la tangente à l’origine. 

f) Calculer, pour tout réel t positif, le coefficient d’avarie r(t). 

3. On suppose dans cette question qu’il existe une constante cr strictement positive telle que l’on a : 

vt E R.+, 7r(t) = a 

a) Pour tout réel t positif, on pose : g(t) = eatD(t). 

Montrer que la fonction g est constante sur IR+. 

b) En déduire que T suit une loi exponentielle et préciser son paramètre. 
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