ESSEC 2005 MATHEMATIQUESOPTION TECHNOL OGIQUE

EXERCICE | : Calcul matrici€

¢1 0 0y & 0 oy
On considére les deux matrices suivantes : A:gl -1 13 e 1=0 1 Og.
g1 4 3¢ @ 0 1y

1. a) Déterminer lamatrice J telleque: A=1+J ,puiscalculer J2 et J3.

b) En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égal a3, J" est égale alamatrice nulle.
2. a) A l'aide delaformule du binbme, montrer que pour tout entier n supérieur ou égal a2 :

n(n-1

A" =] +n+ J2.
b) En déduire alors, pour tout entier n supérieur ou égal a2, I'expression sous forme de
tableau delamatrice A".
3. @) Développer leproduit (1 +J)" (1 - J+J?).

b) En déduireque A estinversibleet préciser Al enfonctionde | et J.
Vérifier que l'égalité obtenue alaquestion 2.d) restevraiesi n=-1 .

EXERCICE Il : Résolution d'une éguation numérique

On note (E) I'éguation numérique suivante :
Inx+x=0.

L'objectif de cet exercice est, dans un premier temps, d'établir I'existence et I'unicité de la solution
de (E) puis, dans un second temps, de démontrer la convergence d'une suite vers cerédl.

On pourra utiliser les approximations suivantesa0,1 pres: e» 2,7 et 1/e» 0,4 .

1. Existence et unicité dela solution del'équation (E)
Soit f lafonction définiesur J0,+¥[ par:
"x>0, f(x)=Inx+x.
a) Calculerleslimitesde f en O eten +¥
b) Dresser letableau de variationsde lafonction f
c) Montrer que l'équation (E) admet une unique solution dans ]O,+¥[ .Onnote a ceréel.
d) Montrer que a est comprisau senslargeentre 1/e et 1.
€) Représenter sur un méme graphiqgue les courbes d'équations respectives y=Inx et
y=-Xx ,ans gquelepoint A decoordonnées (a,0).
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2. Etuded'unefonction g

Soit g lafonction définiesur 0,+¥[ par:

X- Inx
9(x) = 5

a) Montrer que leséquations (E) et g(x) =x sont équivalentes.

b) Déterminer g¢ ; dresser letableau de variationsde g et en déduire quel'intervalle
[1/e,1] est stablepar g , c'est-a-dire que pour tout réel x de [1/e,1] , 9(x)
appartienta [1/e 1] .

c) - Déterminer gU et préciser lesensdevariationde g¢.

En déduire un encadrement de g¢ sur l'intervalle [1/e,1] puis, pour tout réel x de

[1/e,1] lamajoration :

e-1
£—— .
|g%x)| 5

Vérifier I'négalité suivante : e;zlﬁo,g .
Montrer alors que, pour tousréels x et y de [1/e,1] ,ona:

19(x) - 9(y)| £0,9x- y| .
3. Unesuitequi convergevers a .
On définit lasuite (u,) en posant :
U =1 e "nl N, u,=9(u,) .
a) A l'aide d'un raisonnement par récurrence, déduire de la question 2. b) que pour tout entier
naturel n , u, appartienta [1/ e,l] .
b) Montrer alors que pour tout entier naturel n :
Un+1- @] £0,9up - a
puisque:
lu, - al£(0,9)" .
c¢) Conclure quant alaconvergence delasuite (uy) .
d) Déterminer un entier naturel N tel que, pour tout entier n supérieur ou égal a N , on ait :
|un - a| £0,001.
3In10

(on donne a cet effet I'approximation suivante a0,1 pres : 0. 119 » 65,6).
n -
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EXERCICE |11 : Probabilités

1. Question préliminaire (une formule sur les coefficients binomiaux)
Démontrer que, pour tous entiersnaturels p et m telsque: 1£ p£ m, onal'égaité:

and_ mam- 19

€05 pEp-15
Danscet exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Uneurnecontient 2n boules, parmi lesquelles n sont numérotéesdel a n , lesautres
portant toutes e numéro 0.
On sintéresse al'expérience al éatoire qui consiste atirer simultanément dans cette urne n
boules au hasard. On considéreraqu'un résultat est une partiea n ééments de I'ensemble des

2n boules (deux a deux discernables) et onmunit I'ensemble W desrésultats delaloi de
probabilité uniforme P (hypothese d'équiprobabilité).

2. @) Quel est le nombre de résultats possibles de |'expérience a éatoire étudiée ?
b) Quelle est |a probabilité de n'obtenir que des boules portant le numéro 0 ?
c) Soit i enentier comprisau senslargeentrelet n .

. . an-16 . . e
Justifier qu'il existe exactement g 1; tirages ou apparait la boule numérotée i .
n-lg

Danslasuite de cet exercice, pour tout entier naturel i comprisau senslargeentrelet n , on
note X; lavariablealéatoire qui prend lavaleur 1si laboule portant lenuméro i fait partie du
tirage et lavaleur O sinon.

3. Soit i unentier naturel comprisau senslargeentrel et n .
a) Déterminer laloi delavariable aléatoire X; (onveilleraadonner une expression trés
simple des résultats en utilisant 1.).
b) Préciser I'espérance et lavariancede X; .

4. Soient i et j desentiersnaturelscomprisau senslargeentrelet n .
a) Calculer laprobabilité que lavariable aléatoire produit X; X; prennelavaleur 1.
n-1
2(2n-1)
b) Calculer lacovariance des variables aleatoires X; et X; . Cesvariables aléatoires sont-

elles indépendantes ?
Calculer lavariance delavariable déatoire: X; + X

En déduire que l'espérance E(X; X;) de X; X; verifie: E(X; X;)=

n
5. Onnote S lavariable aéatoire définiepar : S=3Q i X;
i=1
a) Interpréter lavariable aléatoire S .
b) Calculer I'espérancede S .
c) Quelle est lapluspetite valeur de n telle que, en moyenne, la somme des points lus sur les
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boules tirées dépasse 30 ?

. Soit Z lavariable aéatoire qui donne le nombre de boules portant le numéro 0 obtenues

dansletirage.
a) Déerminer laloi de probabilité de Z.
2
y né
En déduire I'égalité a @O _a2 g
gkﬂ ng

b) Danslecasparticuller ou n est égal a2, calculer I'espérance et lavariancede Z .

. Enfin, soit X lavariable aléatoire donnant |le nombre de boules portant un numéro non nul

obtenues dans letirage.

a) Quepeut-ondiredelavariablealéatoire X +Z ?( Z est définiealaquestion6.)

En déduire unerelation simple entre :
I'espérancede X etcellede Z;
lavariancede X etcellede Z.

b) Que peut-on dire sans effectuer le moindre calcul, desloisde probabilitéde X et Z ?
Préciser alors|'espérance de chacune des variables aléatoires X et Z ; vérifierla
cohérence du résultat avec celui delaquestion 6.b) .

c) Exprimer X al'aidesdesvariablesaéatoires Xy, ..., X .

Retrouver lavaleur :
del'espérancede X ;
delavariancede Z , danslecasparticulier ou n est égal a2.

d) Du calcul del'espérancede Z , déduire une expression simplifiée dela somme a kgk .
a
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