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ESPRIT GENERAL

Objectifs de l'épreuve

Vérifier chez les candidats U'existence des bases nécessaires pour des études supérieures
de management.

Apprécier l'aptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et lappli-
quer (théoréme...).

Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

Sujets
Trois exercices indépendants portant sur les trois domaines du programme
Instruments de calcul interdits, tables de lois fournies

Evaluation
Exercices de valeur sensiblement égale.

EPREUVE 2007

Durée : 4 heures

Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé.

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en
évidence les principaux résultats, a respecter les notations de l'énoncé, et a donner
des démonstrations complétes (mais bréves) de leurs affirmations.

SUJET

1. EXERCICE.
On considere la fonetion f déterminde sur J0, +oo[ par :

x—14+1nr

fle) =241+ e

On se propose dans cet exercice d'étudier la fonetion f et de la représenter relativement
& un repére orthonormal (O, i, §), Punilé choisie &ant le cm.

1.1. Etude d’une fonction g auxiliaire.
Soit g la lonclion délinie sur |0, +oc| par :

Vo € BT gla) = 2% —2 43 - 2Ina
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1. Soit. P la fonction polynéme déterminée P(x) = 307% — o — 2.

a. Prouver que P est factarisable par 2 — 1.

b. Eerire P(x) sons la forme d'un produit de 2 — 1 par un polynime @Qx) que
I'an déterminera.

¢. Déterminer alors le signe de P(x) sur R.

2, Vérifier que la fonction dérivée ¢ peut s'éerire :

P(x)

vr e BT glx) =

3. En déduire les variations de g sur son domaine d'étude,
1. Montror que :

Y e R gla) =0

1.2. Etude de la fonction f.

1. Déterminer la limite de f () lorsque @ tend vers 0 par valeurs positives. Que
pent-on en déduire pour la représentation graphique de f, notée C; 7
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2. a. Déterminer la limite de f(z) lorsque que x tend vers +oc.

b. Montrer que la droite (A) d'équation y = x+1 esl asymplole & Cy au voisinage
de +oc.

¢. Montrer que sur [1, +ocf, la courbe Cy st au-dessus de la droite {A).
3. On donne le Lablean de valeurs suivaad :

z| 05] 3
flz) | 33413

a. Vérilier que la fonction dérivée f peut s'éerire :

Y € BT Sy = qf—i]

b. En déduire leg variations de f.

¢. Donner Pallure de C; et tracer la droite (A).

. Iachurer la partie du plan comprise entre Cp, (A) et les deux droites d’équation
r=1lctr=c

¢. Berire, a 'aide d'une intégrale, la valeur de aive de la partic hachurde du
plan.

f. A laide d'une intégration par partics, déterminer la valeur de cette intégrale.
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2. EXERCICE.

Omn se propose de déterminer la suite de réels (u,, ),y vérifiant la relation de
réCurTence :
Pour tout entier naturel m : Uy = Dlyrq — Bity,
avecug—let ) =1

A cet effet on définit 1a matrice A par :

2.1. Calcul de la puissance »“™ de A.

On considére les matrices & coeflicients réels B et ¢ définies par :
36\ ., (2 —6
=(13) (1 3)

2. Montrer, par récirrence, que pour Loul entier nalurel # non nul :

Bn - B . C'JJ = (_-I}n—'lc

1. Calculer BC el €8,

3. Virifier que 'on a :
A? = 54— 67

oll [ esl la malrice carrée unilé d'ordre 2.
4. Itablir que la malrice 4 est-inversible el exprimer A™! en lonction de A4 et [.
. Montrer, par récurrence, que pour Loul entier nalurel n :

A" =3"B-2"C

[

La relation précédente est-elle encore vraie pour n = —1. Clest-d-dire a~t-on :
1 1
T_ —_ -7
A 3 Vit 5 C

6. Montrer que pour tout entier naturel »n :
n ]
(A" ==B-5cC

2.2. Expression de «, en fonction de .

1. Vérifier que pour tout enticr naturel n :

Mryt2 = A W1
Un+1 Uy

2. Montrer par récurrence que pour tout enticr naturcl n

- Un 1 _oqn 1
()= (1)

3. Donner ainsi U'expression de u,, en fonction de n.
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3. EXERCICE.

Soncieux de miewx connalilre sa clientéle, un gérant de magasin a réalisé une élude :

3.1. Etude du temps moyen d’attente en caisse.

Aprés cenquéte, on cstime que le temps d’attente en caisse, exprimé en unités de temps,
est une variable aléatoire T' dont une densité de probabilité est donnée par la fonction f
définic par

2 .
flo)= —— six 20
(x+1
flo) =10 siz<0
O suppose que les temps d’atlente successilfs d'une méme personne lors des dillérents
passages on caisse sont indépendants.

1. Vérifier que f est bien une densité de probabilité.

2. On note 7 la fonetion de répartition de la variable T Démontrer que :

1
Fr(z) = l—m sixz0

Fr(z) =10 i< 0
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3. Viérifier que la probabilité que le temps d'attente en calsse solt supérieur 4 quatre
unités (de temps) est égale & o5
h

4. Quelle esl, la probabilité que le lemps d'attente en caisse soil inlérieur & cing unités
@

sachant qu'il est supéricur a quatre unités 7
. Pendant 125 jours une méme personne se présente i la caisse.

On note X la variable aléaloire représentant le nombre de lois ol celle personne

attend plus de quatre unités 4 la caissc.

(]

a. Déterminer la loi de X.

b. Donner la valeur de lespérance ot de la variance de X

6. Plus impatient, un auire elient, décide de passer 4 la concurrence le jour o il atiend
plus de gquatre unités A la caisse.
On note Y la variable aléatoire qui comptahbilise le nombre de fois oil ce client s°est
présenté i la caisse de ce magasin avant de passer & la coneurrence, si cet événement,
sc produit.

a. Déterminer la loi de V.

b. Donner la valeur de l'espérance et de la variance de ¥'.
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3.2. Mode de paiement de la clientéle.

L'élude du mode de paiement en fonction du montant des achala a permis d’élablir les
prababilités suivantes :
PS=0nli=0 =04
PE§=0nti=1]=03
PjS_ INnti=0]=02
PS=1nU=1/ =0l

oi1 S représente la variable aléatoire prenant la valeur 0 si le montant des achats est
inférieur ou égal a 50 euros, prenant la valeur 1 sinon, et {7 la variable aléatoire prenant
la valeur 0 si la somme esi réglée par carle bancaire, prenant la valeur 1 sinon.

1. Déterminer les lois de S et 7,

2. Caleuler la covariance dn conple {5.17). Tes variables S el 7 sont-elles indé-
pendantes 7

3. Quelle est. 1a probabilité que la somme réglée soit supérienre strictement & 50 enros
sachant que le client utilise un autre moyen de palement que la carte bancaire ?

Mathematiques - opTioN TECHNOLOGIQUE

CORRIGE

1. EXERCICE.
On congidere la fonction [ délerminée sur ]'IJ._ —00[ par :

r—1+Ilne

Omn se propose dang cet exercice d'étudier la fonetion f et de Ta représenter relativement
— — b
i

& un repére orthonormal (€, 4, j ), I'unilé cheisie élant le cm.
1.1. Etude d’une fonction g auxiliaire.
Soit g la fonction définie sur |0, +oc| par :
YrelRY  glx)=a® -z 13- 2nz
1. Soit. P la fonetion polyniime déterminée Plx) = 327 — o — 2.

a. P(1) =0 donc P est factorisable par o — 1.

b. P(x) peul s'écrire sous la forme
Plr)=(z =132+ 32 +2)

¢. Le discriminant du polynome Qx) = 327 + 3x 4+ 2 est négatil, le signe de P
cst done celul de x — 1,
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2. La fouction g est dérivable sur |0, +o00[ et

. 2 Pl
YeeR™ gla) =3 —1—-== #

3. La fonction ¢ est donc strictement décroissante sur |0, 1] el sirictement croissante
sur |1, 400
4. Le minimum de g est g(1) =3 > 0. on a done

c Rt glw) =10

1.2, Etude de la fonction f.

1. Déterminons la limite de f (z) lorsque 2 tend vers 0 par valeurs positives.

14 Ina
1111 flz) 1m T+1++

. . 1
limz — 1 +Inr= —oc, lim — = +oo
a— 0~ w—0t+ 1

La droile d’équation z = 0 esl. asymplole verlicale & Cp .

Mathematiques - oPTION TECHNOLOGIQUE

a. Déterminons la limite de () lorsque que @ tend vers +oc.

1 1 In
lim fle)=lim z+14+ - — - + n: = too

L0 2—r00 T T2 P

- . . . .
CHT DA I)I’H})(}Tl{l!—‘.l"#l.ll[‘.ﬂ de 1a fonction PITESATICE,

Inx
litn “: =10
L
b.
1 1 Inz
151_1 fr)—'r—l— hm +._,_F+;?=D

Donc la droite (A) d’équation y = & + 1 est asymptote & Cy au voisinage de
+ox.

cx—1+Inz

. Sur 1, +ec], - = 0, done la courbe Cy est au-dessus de la droite (A,

2. On donne le tableau de valeurs suivanl :

T 0.5 3
Jo)| 3.343

a. La fonction f cst dérivable sur |0, +oc].

Vo € R f(r)—|—i2+%—i|nr+l M

@3

b. Le signe de £ cst celui de g. La fonction f est strictement croissante sur BT,
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¢. Allure de Cy voir Uannexe.

d. Voir 'annexe.

RAPPORT

e, Alre exprimée en unités d’aive de la partie hachurée du plan :

pre f /() = e+ Dlder = f [

wlz)=oc—1+1nz o'(x) =1+ E
Ha

v(x) = g o(z) = -
z—=1+1Inz]" Fr1 1
:{_z nz} +j[_+__?}(h:
x 1 i T e
17 1
=—1+ln;r.——] =]
T [

f. Déterminons la valeur de cette intégrale.

. 1
wr)=c—1+tlnze w'is)=1+—
: @

M — B
i) 2 't.‘(:I,‘)'I e _;

r—1+Inz]° 1 1

2. EXERCICE.

On se propose de déterminer la suite de réels (i, ),y vériliant la relalion de

TECUrTCNC:

Pour toul entier nalurel n : Upra = Dy — Gy

avecug=1ctu; =1

A cet effet on définit la matrice A par

2.1. Calcul de la puissance #%" de A.

Ou considére les matrices a coetlicients réels B et ' définies par

3 -6Y) ., (2 —6
(3 2)e-(13)

1. Calculons BC et C'B.

(3 6\(2 -6\ _
BC = __2> | _3 =0
o (2 -6Y(3 —6Y_
“B=11 3) 1 2 ) =P

r—1+Inz

:| du
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2. Montrons, par récurrence, que pour tout entier naturel »n non nul :
H., B — B , on = (_l)n—l(:-

Hy est vrale. Supposons que H, soit vraile pour un certain n,

| : 3 -6 3 =6 3 =6
i+l Tt ]
B _BR_B_(1_2)(1_2)_(1 _2)_-‘?

C_ml'l — Cn.(:' - (—l‘l” 1C2 - ( f _2 ) ( ? _g ) — [_l]uc

H,.+1 est vraie et l'axiome de récnrrence achéve la démonstration.

=6 (5 =6Y_.f5 =6) (10} .
0 1o A1 oo 01 '

1, ) 1,
A-(A-5N==-(A-5NA=T
g(A—51) ==(A-5])

3. Vérifions que on a -

A? — 5A + 61 (

— ot

1. On a:

Cleci nous prouve gue la malrice A est-inversible el :

AT = %{4 —51)

5
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5. Montrons, par réeurrence, que pour tout entier naturel n
Hy A" =3"D -2"C

H, est vraic puisque A” = [ = B —C Supposons que H,, soit vraic pour un certain
i,

A-n,-—l = AA" = {3.8 2(_‘7} {3?1 B 2!1(‘;} — (3?1-{-15 271+L (r)

H,+1 esl vraie el Paxiome de récurrence achéve la démonstration. Vérilions si celle
relation est encore vraie pour n = —1.

1 1 1 1 _ 9 2 .
(,—B ;c) A= (_—B __—c) BB-20)=B+(*=B-C=1
3 2 3 2
Ceci prouve que @ | .
=1 v
AT = 31}'— 2(,

6. Montrons, par récurrcnce, que pour tout entier naturel n ;
1

N (.4—‘)“ = 3%;3 ~ g5
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Hyy est vraie puisque A — 7 — B — " Bupposans que ‘H,, soit vraie pour nn certain

T,
{'.4—1)-“—1 = ,4—;,4—“- = (3B—13C) (3B - 5C)
_ 2 vl __ f
an 1bJ gnil~ T gnll a1

Hyx1 ost vraic ot Paxiome de récurrence achéve la démonstration.

2.2. Expression de u,, en fonction de n.

1. On vérifie sans peine gque pour tout entier naturel v :

] A LEES]
. Upt| Uy
2. Puis par une récurrence immédiate que pour tout entier naturel v :

U1 oA 1
(" )—-‘* (1)

3. Alnsi : i
(1)) #6300
o 3) () ( S

Uy 1 gLy g2
, | ( 3n 4 2ml

D'on Uexpression de w, en fonetion de 1.
Uy = _agn 2?’2+1

3. EXERCICE.

Soucicux de micux connaitre sa clientéle, un gérant de magasin a réalis¢ nne éoude :
3.1. Etude du temps moyen d’attente en caisse.

Aprés enquéte, on estime que le temps d'attente en caisse, cxprimé en unités de temps,
est 1ne variable aléatoire 7' dont une densité de probabhilité est donnée par la fonction f
définie par :
; 2 :
flz) = g siez0
(x+1)

flz)=10 six <0
On suppose que les temps dCattente suceessifs d'une méme personne lors des différents
passages en caisse sonl indépendants.

1. f est continuesauf on 0, positive.
A

A 2 1 !
..1]'1,1{1:1-, [c flt)dt = .llr.;flr !“ l\latft— 111 [—(!_1} j|

f est bien une densité de probabilité.
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2. Soit Fr la fonction de répartition de la variahle 7T'.

.72 1 1
Py () = .= |- | =l — — sixz20
() / tt ]),5 |: tt I}g:|0 T ])2 8w

0no-
Fr{z)=0 six <

3. Probabilité que le temps dattente en caisse soit supérienr & quatre imités (de temps)

_1 1
(4+17° 25

Pl =) =1—F1) =

4. Probabilité que le temps d’attente en caisse soit inférieur a cing unités sachant qu’il
est gnpérienT a quatre unités.

. PA=T<Bh) Fr(d)— Fr(d)

FPr.p(l'<b)= : = - -

0t =T ha ) 1- (1)
1,25 —1/36 2 85 1

/25 36 36 4

. Pendant 125 jours une méme personne se présente & la caisse.
On note X la variable aléaloire représentant le nombre de lois on celle personne
attend plus de quatre unités a la caisse.

o

Mathematiques - oPTION TECHNOLOGIQUE

a. La loi suivie par X est une loi bindmiale de paramétres {125, ?1
. 5
. 125 ,
b. La valeur de I'espérance est de o = D eb la valeur de la variance est de
_ . 25
24 24
b—=—.
25 5

6. ’lus impaticent, un antre client décide de passer & la concurrence le jour ol il attend
plus de quatre unités a la caisse.
On note Y la variable aléatoire qui comptabilise le nombre de fois of ce client s'est
présenté A la caisse de ce magasin avant de passer 4 la conentrence, si cet événement,
se produit.

a. La loi de Y cst unc loi géométrique de paramétre ot déterminée par :
i)

L,

34 k=1
VEEN'  PY —k) = (ﬂ) 1

25

b. L'esperance el la variance de Y valeni :

E(Y)=25V(Y)= ;—259 =600
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3.2. Mode de paiement de la clientéle.

L'étude du mode de paiement en [onction du montant des achatls a permis d’élablir les
probabilités suivantes :
PE=0Nt=0]=04
P'S_U"HJ =1]=03
PS=1NU=0/=02
P:S— IN=1]=0.1

ol & représente la variable aléatoire prenant la valeur 0 si le montant des achals est
inférieur on égal & 50 euros, prenant la valeur 1 sinon, et U7 la variable aléatoire prenant
la valeur () si la somme est régléde par carte bancaire, prenant la valear 1 sinon.

1. Déterminons les lois de S et 7.
PS=0]=P[S=0NU=0]+P[5=0nTU=1 =07
PE=1=PE=1NU=01+L[5=1Nnt=1]=03
PU=0)=PE=0NnU=0+P[S=1NnU=0]=06
PU=1)=PS=0nU=1+P|S=1nlU=1]=04

2. Calculons la covariance du couple (5, 7).

cov(S, U) = B(SU) — E(S)E(U)
con(S. 1) = P[S = 1N =1] = P(S = )P{L7 = 1)
=0.1-03%04=—0.02

Les variables S et I7 ne sont pas indépendantes puisque cov(S, U] £ 0,

3. Probabilité que la somme réglée soit supérienre strictement 4 30 euros sachant gque
le client utilise un autre moyen de paiement que la carte bancaire.
PIS=1n0U=1 01 1

- Ilr'}'_' == = — o —. =
P(S =1/U =1) P —1) 0.4 4
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Je remercie les correcteurs qui, par leur rapport détaillé de correction, m'ont permis
d’établir les remarques suivantes.

EXERCICE 1

Cet exercice d'analyse ne présente pas de grosses difficultés puisque les résultats
utiles pour la suite sont donnés dans l'énoncé. Les étudiants le traitent donc
en général complétement. On constate des erreurs et souvent un manque de justi-
fication dans les limites (citer le théoréme des croissances comparées et conclure
ne suffisaient pas ici, il fallait modifier l'écriture de la fonction). Beaucoup ne
confrontent pas les résultats des limites avec les variations des fonctions et ne se
rendent pas compte de leurs erreurs. Peu abordent correctement et jusqu'au bout
le calcul dintégration par parties.

EXERCICE 2

Comme pour l'exercice précédent, les étudiants le traitent en entier .Il y a des erreurs
de rédaction dans les récurrences. Les initialisations n’étaient pas évidentes, il y avait
toujours un calcul matriciel a effectuer que certains n‘ont pas fait .On trouve aussi
un certain nombre d’erreurs de calculs sur les puissances de nombres réels dans la
derniére question.
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EXERCICE 3 OU PROBLEME

Cet exercice couvrait une trés large partie du programme de probabilités de la voie tech-
nologique. La justification de la densité et de la fonction de répartition est en général
trés succincte (la continuité est le plus souvent citée sans que lon parle du probléme
en 0 et les calculs dintégrales généralisées peu rigoureux). Lutilisation de la fonction
de répartition dans le calcul de probabilité pose des difficultés tout comme la défini-
tion de la probabilité conditionnelle. La loi binomiale est bien reconnue et justifiée,
on ne peut pas en dire autant pour la loi géométrique. Les questions sur le couple de
variables aléatoires sont relativement bien traitées quand elles sont abordées.

CONCLUSION

Le sujet était bien adapté a la voie technologique. Trop peut-étre. Le souhait des
correcteurs de proposer quelques questions plus délicates et donc plus sélectives
sera entendu. Avec un écart-type de 4.69 et une moyenne générale de 10.10 cette
épreuve semble avoir malgré tout joué son role discriminant, permettant d'étaler
clairement les notes.
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