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EXERCICE

Soit n et p deux entiers supéricurs ou égaux A 1. 81 M est une matrice de M, ,(R), la matrice ‘M de M,, ,(R)
désigne la transposée de M.

On identifie les ensembles A4y (R) ¢t R en assimilant une matrice de Ay ; (R) A son unique ecefficient.
On note B, la base canonique de M, 1(R) et B, la base canonique de M, ; (R).
Si M € My p(R) et N € My 4(R) (q € N*), on admet que '(MN) = 'N'M.
1. Soit X une matrice colonne non nulle donnée de A, ;(R) de composantes zy, T3, ..., Ty dans la base B,,.
Onpose: Am XX ot am XX,
a) Exprimer A et o en fonction de x4, 24, .., @5, Justifier que la matrice A est dingonalisable,
b} Soit f 'endomorphisme de M, (R) de matrice A dans la base B,.
Déterminer Imf ot Kerf; donner une base de Imjf et préciser la dimension de Kerf,
¢) Caleuler la matrice AX, Déterminer les valeurs propres de A ainsi que les sous-espaces propros assocics,

2. On suppose que n et p vérifient : 1 < p < n. Soit (W, Va, ..., V}) une famille libre de p vecteurs de M, (R).
On note V' la matrice de M,, ,(R) dont les colonnes sont, dans cet ordre, Vi, Vo, ..., V.
Soit g U'application linésire de M, (R) dans M, (R) de matrice V' dans les bases B, ot B,,.
a) Justifier que le rang de V est dgal & p. Déterminer Ker g.
b) Soit ¥ une matrice colonne de M, ; (R).
Montrer que l'on a VY = 0 i et seulement si 'on a *VVY = 0,
¢) En déduire que la matrice *V'V est inversible.
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PROBLEME

On 8'intéresse dans ce probléme & quelques aspeets mathématiques de la fonetion de production d'une entreprise
qui produit un certain bien & une époque donnée, & partir des deux facteurs de production travail et capital

Dans tout le probléme :

e On note respectivement x et y les quantités de travail et de capital requises pour produire unc cerlaine quantité
de ee bien.

& On suppose que © > 0 et y = 0. On pose : D = (R_‘,_]n et pour tout (z,y) €D, =z = % :

La partie I est indépendante des parties Iet 11

Partie I. Fonction de production CES (Constant Elasticity of Substitution).

Dans toute eette partie, on note ¢ un réel vérifiant 0 < ¢ < 1 et # un réel vérifiant @ < 1 avec 0 # 0.
Soit f la fonction définie sur D, i valeurs dans R, telle que :

Vig,y) €D, flx,y)= (G a’ +(1=¢) yﬁ)b (fonction de production CES).

1. Ezemple. Dans cette question uniquement, on prend 8 = —1 et e = % :
2zy
4=
pour tout (z,y) € D, les dérivées partielles &, (f)(z, y) et &)z, 1)

b) Soit w et U les fonctions définies sur R par : Vi = 0, w(t) = 1_2:_\* et U(t) = w(t) — tuw'(t).

- Justifier que f est de elasse C? sur D et ealenler

a) Montrer que pour tout (z,%) € D,ona: f(z,y) =

Dresser le tableau de variation de la fonction U sur R et étudier la convexité de U sur R,
¢) On rappelle que z = 5 - Montrer que pour tout (z,y) € D, on a: f(z, y) = yw(z).
d) Vérifier pour tout (z,y) € D, les relations : 8y (f)(z, y) = w'(z) et &a(f)(z,y) = U(2).
2.1) Montrer que pour tout (z,y) € D et pour tout réel A > 0, ona: f(Az, Ay) = A f(z,y).
b) Justifier que f est de elasse C? sur D et, pour tout (z,y) € D, ealeuler dy(f)(z,y) et H(f)(z,u).
¢) Déterminer pour tout ¥ = 0 fixé, le signe et la monotonie de la fonetion x — 8, (f) (2, y).
De méme, déterminer pour tout z = 0 fixé, le signe et la monotonie de la fonction y v a(f)(x, y).

h(f) (=, )

3. Solt ¢ la fonetion définie sur D par Gz, Y) = (tauz marginal de substitution lechnique) et g

h(f)z,v)

la fonetion définie sur RY par : Vi = 0, g(t) = if_f‘ pland

a) Pour tout (z,y) € D, exprimer G(x,y) en fonetion de g(z).

i
b) Pour tout ¢ > 0, on pose : &(t) = — f}:% . Culeuler s(z) (élasticité de substitution). Conclusion.
4. Soit w et U les fonetions définies sur B3 par : Vi = 0, w(t) = f(¢,1) et U(t) = w(t) — tw'(t).
) Montrer que pour tout (z,y) € D, on a : f(z,y) = yw(z).
b) En distinguant les deux eas 0 < @ < 1 et # < 0, dresser lo tableau de variation de U sur R7.

Préciser lim U(t), lim U(t) ainsi que la convexité de U sur RY.
t—+ 0" t =400

Partie II. Caractérisation des fonctions de production i élasticiié de substitution constante,

Dans toute cetie partie, on note ¥ une fonetion définie et de classe C? gur D, & valeurs dans R, vérifiant
la condition W(1,1) = 1 et pour tout réel A = 0, 1a relation : W(Az, Ay) = A¥(z,p).

De plus, on suppose que pour tout y = 0 fixé, la fonction x = & (¥)(x, y) est strictement positive et
strictement décroissante et que pour tout z > 0 fixé, la fonetion y =+ J2(W)(z, y) est également strictement
positive et sirictement décrolasante.
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b. Soit v la fonetion définie sur R3 par : Vi = 0, v(t) = (¢, 1).
a) Justifier que la fonction v est de classe €2, strictement croissante et concave sur R
b) Soit ¢ la fonction définie sur R par : Vi = 0, ¢(t) = v(t) — t7/(t). On suppose l'existence de la limite
de (1) lorsque ¢ tend vers 0 par valeurs supérieures et que IET+ @(t) = p, avec o = 0.

Déterminer pour tout ¢ > 0, le signe de (1) ot montrer que g = 1.

¢) Montrer que : V(z,y) € D, ¥(z,y) = yv(z).

v'(t) (W) (z,y)

G.a) Pour tout ¢ = 0, on pose : ht) = m - Montrer que pour tout (2, ) €D, on a : B (W), 1) = h(z).
b) Pour tout £ = 0, on pose ; a(f) = — t}:ﬁi) « Déterminer pour tout £ = 0, le signe de a(#).

7. Les fonctions o et h sont eelles qui ont éié définies dans la question 6. On suppose que la fonetion o est
constante sur RY ; on note oy cette constante ¢t on suppose que ap # 1, On pose 1 re= 1 = :11,_} '

a) Pour tout ¢ > 0, on pose : £(t) = t'~" (). Calculer #(t) et en déduire que : Y1 > 0, h(t) = h(1) "1,

14 h(1) e\
b) Par une méthode analogue i celle de la question 7.a), établir la relation : Vi = 0, v{t) = (w]%;{-ll)ﬁ) :
¢) En déduire 'existence d'une constante a €0, 1] telle que @ ¥ (z,y) € D, ¥(z,y) = (um" + (1= a)y")
d) Quelle conclusion peut-on tirer des résultats des questions 3.b) et 7.¢) 7

8. Soit a £]0, 1[. Pour tout ¢ = 0, soit S; la fonetion définie sur | — 0o, 1[\{0} par : 5(r) = (a.t" + (1 = a))*.
u) On pose : Hy(r) = In 5;(r). Caleuler la limite de 5;(r) lorsque r tend vers 0.
b) Pour tout couple (x,y) € D fixé, on pose : Nz (r) = yS:(r) et F(z,y) = ’lll;t}] N (7).

Montrer que pour tout (z,3) € P, on a : F(z,y) =z 3"~ (fonction de production de Cobb-Douglas).

Partic II1. Estimation des paramétres d’une fonction de production de Cobb-Douglas,

Soit a un réel vérifiant 0 < a < 1 et B un réel strictement positif.
On suppose que la production totale € présente une composante déterministe et une composante aléatoire,
& La composante déterministe est une fonction de production f de type Cobb-Douglas, ¢'est-b-dire telle que :
V(z,y) €D, flz,y) = Ba"y' .
& La composante aléatoire est une variable aléatoire de la forme exp(R) ol R est une variable aléatoire suivant
la loi normale centrée, de variance o = 0.
s La production totale ) est une variable aléatoirve A valeurs strictement positives telle que
Q= Ba"y'" exp(R).
On suppose que les variables aléatoires Q et R sont définies sur un méme espace probabilisé (0, A, P).
Onpose:bmnB u=Inz-Inyet T=InQ —Iny. Onadonc: T =au+ b+ R.
On sélectionne n entreprises (n = 1) qui produisent le bien considéré i 'époque donnée,
On mesure pour chaque entreprise i (i € [1,7]) la quantité de travail z; et la quantité de capital y; utilisées
ainsi que la quantité produite Q7. On suppose que pour tout i € [1,n], on a @ =0, 3 = 0 et Q7 = 0.
Pour tout i € [1,7n], la production totale de 'entreprise i est alors une variable aléatoire ; telle
que Q; = Bafy! " exp(R;), ot Ry, Ry, ..., R, sont des variables aléatoires supposées indépendantes et de
méme loi que R et le réel strictement positif @7 est une réalisation de la variable aléatoire Q;.
On pose pour tout 1 € [1,n] : wy=Inz; —Iny;, T =InQ; = Iny; et ;= InQF = Iny;.
Ainsi, pour chaque entreprise i € [1,n], on a @ T; = au; 4 b+ Ry et le véel 4; est une réalisation de la variable
aléatoire 75,
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On rappelle les définitions et résullats suivants
e 5i (1)1212n o8t une série statistique, la moyenne et la variance empiriques, notées respectivement ¥ et 82,
n i T
1 1 1 ; ’
. s P 4 o | _.—2=_ 2 _ =2
gont donndes par : ¥ = = ; i 6t & - ,E'}(wi ) - ; vp =¥,
® Si (vi)1cign et (wihgign sont denx séries statistiques, la covariance empirique de la série double (v, wi)1gien,
1 1« 1
notée Cov(v, w), est donnée par : Cov(v, w) = — V=0 =T =m =% pjuy—TTm=m = ;= Ty,
(v,u), 0 = 5 30 =D =m) = = 3 72 -D)

0.a) Montrer que pour tout i € [1,n], la variable aléatoire 7} suit la loi normale A{au; + b, a%).
b) Les variables aléntoires Ty, 75, ..., T, sont-¢lles indépendantes ?

- ; 1 1 2
Pour tout 1 € [1, 1], soit ; 1a densité continue RdeT;:Vd e R, pi(d) = —— — = (= (24 1 -
our tout i € [[1, 1], soit ; la densité continue sur R de e R, pi(d) vy, = m:p( 2:?5( (au;+b)) )

mn

Soit F 'ouvert défini par 7 =]0,1[ x R et M la fonetion de F dans R définie par : M(a,b) =In (n (Pi(f-\i))v
i=1

On suppose que : 0 < Cov(u,t) < s2.

10.a) Caleuler le gradient V(M)(a, b) de M en tout point (a,b) € F.
b) En déduire que M admet sur F un unigue point critique, noté (4, b).
¢) Exprimer @ et b en fonetion de Cov(u, t), &2, T et 1,
(& et b sont les estimations de a ot b par la méthode dite du mazmum de vn;immbfcmcc)

[ -
n s+ut W
a? '

11.8) Soit V?(M)(a, b) Ia matrice hessienne de M en (a, b) € F. Montrer que : V(M )(a, b) = — =
U 1
b} En déduire que M admet au point (d, ir) un maximum loeal.
12. Soit (h, k) un couple de réels non nuls. Caleuler M (@ + h, b+ k) — M(a,b).

En déduire que M admet en (&, b) un maximum global,

13. On rappelle qu'en Seilab, les commandes variance et corr permettent de ealeuler respectivement la variance
d'une série statistique et la covariance d'une série statistique double.
Sive= (vi)igign ¢t w = (wi)1gign sont deux séries statistiques, alors la variance de (v;)1<ign est caleulable
par variance(v) et la covarianee de (v, w;)1<i<n st enleulable par corr(v,w,1).
On a relevé pour 1 = 16 entreprises qui produisent le bien considéré i I'époque donnde, les deux séries
statistiques (u;)1gi16 et (ti)1gig1a reproduites dans les lignes (1) et (2) du code Seilab sulvant dont la
ligne (5) est incompléte

(1) u=[1.06,0.44,2.25,3.88,0.61,1.97,3.43,2.10,1.50,1.68,2.72,1.35,2.94,2.78,2.43,3, 58] ;
(2) t=[2.58,2.25,2.90,3.36,2.41,2.79,3,32,2.81,2.62,2.70,3.17,2.65,3,07,3.13,3.07,3.34]
(3) plot2d(u,t,-4) // -4 signific que les points sont représentés par des losanges.

(1) plot2d(u,corr(u,t,1)/variance(u)*u+mean(t)-corr(u,t,1)/variance (u)*mean(u))// équation de la
droite de régression de t en u.

(B) Plot2alu,issssssissssssssssosssiviaiiiis el e a] < e 1 =l e el et en e e e o voaaa )/ Equation de la
droite de régression de u en
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Le code précédent complété par la ligne (5) donne alors la figure suivante :

L
LR
2.4 o
4a-
3.2 4
ERE

i
16+
2 4
1% o
i
FEE
24 4
2a-
23 5
ERE

2 Ty T 1
' H 28 H 2 1

a) Compléter la ligne (5) du code permetiant d’obtenir la figure précédente (on reporiera sur sa copie,
uniquemnent la ligne (5) complétée).

b) Interpréter le point d'intersection des deux droites de régression,

¢) Estimer graphiquement les moyennes empiriques i ot f.

d) Le coefficient de corrélation empirique de la série statistique double (u;, t;)1<i<16 est-il plus proche de —1,

de loude0?
¢) On reprend les lignes (1) et (2) du code précédent que l'on compléte par les instructions (6) a (11) qui

guivent et on obtient le graphique ei-dessouns :

(6) a0=corr(u,t,1)/varianca(u) - %
+
(7}  bO=mean(t)-corr(u,t,1)/variance(u)*mean(u) mar
a.al o - +
(8)  tO=a0#u+b0 e . "
e .t
i .
(9)  e=t0-t i .
=1 * *
(10)  p=1:16
S RN Y N TS K

(11)  plet2d(p,e,-1) // -1 signific que les poinis sonl représentés par des symbolea d'addition.

Que représente ce graphique 7 Quelle valeur peut-on conjecturer pour la moyenne des ordonnées des 16
points obtenus sur le graphique 7 Déterminer mathématiquement la valeur de eette moyenne,

1 -
14. Pour tout entier n = 1, on pose : Ap = — E (uy — 1) T; . On suppose que le paramitre o2 est connu,
TiA,

U ]

a) Caleuler 'espérance E(A,) et la variance V(A,,) de la variable aléatoire A,;. Précizer la loi de A,,.

mn

b) On suppose que a est un paramétre inconnu, Soit o un réel donné vérifiant 0 < o < 1.
On note € Ia fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et d,, le réel tel que O(d,) = 1 = % .

Déterminer un intervalle de confianee du paramétre a an niveau de confinnee 1 — o,
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