
RAPPORT D’ÉPREUVE

Commentaires généraux

Rappelons quelques faits importants :

• Une lecture préalable et attentive du sujet est nécessaire afin d’en comprendre la problématique et de

hiérarchiser les di�cultés. Elle permet alors au candidat d’aborder le sujet par les exercices (et/ou les

questions) qui lui sont les plus accessibles.

• Une copie soignée est appréciée. En particulier un respect de la numérotation des questions de l’énoncé

est attendu ; ainsi toute question abordée doit être précédée du numéro complet de cette dernière.

• Une bonne connaissance des notions et résultats fondamentaux du cours est un pré-requis indispensable

à la résolution correcte de nombreuses questions d’un sujet de mathématiques.

• Une rédaction correcte comportant des justifications convenables ainsi que la vérification, ou au minimum

le rappel, des hypothèses nécessaires à l’application d’un théorème utilisé forment une part extrêmement

importante de la note attribuée à toute question.

• Vérifier la vraisemblance et la cohérence des résultats obtenus par rapport aux résultats proposés.

• L’aménagement des calculs et des raisonnements afin d’obtenir impérativement les résultats proposés est

fortement sanctionné. Un manque de dextérité dans les calculs est constaté. Il est conseillé de s’entrainer

très régulièrement à faire des calculs;

Rappelons que les questions informatiques sont assez largement valorisées au sein du barème de l’épreuve

et que, plus des deux tiers des candidats y répondent de façon su�samment satisfaisante.

Avec une moyenne de 10,88 et un écart-type de 5,37, cette épreuve a permis une sélection tout à fait

satisfaisante des candidats.

Commentaires particuliers

Exercice 1

Cet exercice d’analyse s’intéresse aux intégrales de Wallis, au comportement de la suite associée, de la série

et de la série alternée associée. Les premières questions de cet exercice sont des questions très classiques sur la

suite (In) des intégrales de Wallis. Les questions suivantes, un peu moins classiques, permettent de minorer In
et de déterminer la nature de la série du minorant par la recherche un peu délicate d’un équivalent. La dernière

partie de cet exercice a pour but de déterminer la nature et la somme de la série

X

n>0

(�1)
nIn en utilisant les

chapitres sur les intégrales.

1. C’est une question classique sur l’existence des intégrales de Wallis et le calcul de I0, I1 et I2. Si l’existence
de In est en général bien montrée, la continuité de la fonction à intégrer est souvent omise. Les calculs

de I0 et de I1 sont en général corrects, Mais celui de I2 est rarement fait et en général faux, parfois

tenté avec une intégration par parties ou encore pour certains par détermination d’une primitive de

t 7�! cos
2
(t) qui serait la fonction t 7�!

1

3
sin

3
(t).
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2. (a) La croissance et la convergence de la suite (In)n>0 font partie des thèmes très souvent abordés dans

les sujets de concours. Cependant, les résolutions rencontrées ne laissent pas entrevoir une aisance

sur ces questions. La positivité de In, nécessaire pour prouver la convergence de la suite (In), est peu
rappelée.

(b) De même, la relation de récurrence attendue fait appel à une méthode par une intégration par partie

très fréquente et normalement rencontrée à plusieurs reprises par les candidats lors de leur préparation.

Cependant, la rigueur exigible dans l’utilisation du théorème et dans les calculs qui l’accompagnent

a rarement été présente dans les copies. Ainsi, les hypothèses de ce théorème ne sont ni rappelées ni

vérifiées : la classe C1
des fonctions considérées est peu étudiée.

(c) Un raisonnement par récurrence détaillé est attendu ici. Il est décevant que si peu de candidats aient

traité cette question.

(d) Quand la question est abordée, elle est correctement traitée. Les étudiants incluent dans la boucle

une fonction factorielle qui est déjà une boucle.

3. (a) Cette question est une simple question de cours. Si l’équivalent de ln(1 + u) est relativement bien

connu, celui de 1� cos(x) l’est beaucoup moins.

(b) La composition des équivalents n’est pas possible. L’utilisation propre des équivalents obtenus à la

question précédente est attendue avec une justification correcte.

Certains ont admis l’équivalent pour prouver la deuxième partie de la question. La rédaction de

cette limite doit être à nouveau très soignée. Ainsi les écritures suivantes et fausses indiquent une

incompréhension des notions abordées :

lim
n!+1

⇣
cos(

⇣
n�1/4

⌘⌘n
= e�1/2

p
n
= 0 ou lim

n!+1

⇣
cos(

⇣
n�1/4

⌘⌘n
= e�1

= 0.

(c) La démarche à suivre ici est la même que dans la question précédente, mais l’énoncé n’en donne aucun

détail. Les candidats n’ont pas toujours su prendre assez de recul pour mener à bien ce raisonnement.

4. (a) Une justification propre de l’inégalité est attendue, à savoir la croissance de l’intégrale et la majoration

de cos(t) par 1 pour tout réel t de [0, n�1/4
].

(b) Cette question est peu abordée, elle demande à nouveau une justification soignée et précise, en

particulier la décroissance de la fonction cosinus sur [0,⇡/2] est attendue.

(c) Certains traitent cette question en admettant les deux premières. Cette démarche ne peut être que

conseillée aux candidats peu à l’aise avec les inégalités. Cependant, trop n’utilisent que la question

précédente et négligent le premier terme obtenu par la relation de Chasles. Pour conclure sur la limite

de In, le théorème d’encadrement est indispensable ; il est alors important de donner un encadrement

complet de In et pas seulement un majorant. On relève de nombreuses confusions entre le théorème

d’encadrement et les critères de comparaison.

5. (a) La première partie de cette question est peu traitée, elle fait appel aux mêmes notions que la ques-

tion 4(b). La deuxième partie de cette question fut peu traitée et en général bâclée, la divergence de

la série de terme général n�2/3
�
cos(n�2/3

)
�n

est annoncée mais non prouvée. Les critères de com-

paraison utilisés ne sont pas clairement explicités, leurs hypothèses ne sont pas toujours vérifiées, en

particulier la positivité est rarement donnée.

(b) Cette question est peu traitée. La commande sum semble peu connue.
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6. (a) Cette question de trigonométrie est peu traitée. Les formules de trigonométries doivent pouvoir être

retrouvées rapidement.

(b) Si le changement de variable est donné dans l’énoncé, le candidat doit en vérifier la validité en vérifiant

clairement les hypothèses du théorème utilisé.

(c) Cette question fut peu traitée. Seules les notions de somme géométrique et de linéarité de l’intégrale

sont utiles ici.

(d) Cette question fut peu traitée. La manipulation des inégalités et des valeurs absolues sont très mal-

adroites. L’argument 1 + cos(x) > 1 est en général absent.

(e) Cette question de synthèse fut peu traitée. Il est dommage cependant de ne pas avoir admis les

précédentes, c’était l’occasion ici de montrer une capacité à utiliser des résultats admis et à en faire

la synthèse pour conclure au raisonnement détaillé de la question 6 dans son ensemble. Cependant,

certains majorent la valeur absolue de la di↵érence par la somme des valeurs absolues dont l’un des

termes tend vers 0, mais ne perçoivent pas que le théorème d’encadrement ne peut pas s’appliquer

ici car seule une majoration est donnée.

Exercice 2

Cet exercice d’algèbre définit et étudie d’une part les vecteurs symétriques et antisymétriques, d’autre part

la matrice symétrique n’ayant des 1 que sur l’anti-diagonale et des 0 ailleurs. La première partie se consacre au

cas de la dimension 3. La deuxième partie traite le cas général en guidant le raisonnement étape par étape. Une

mauvaise compréhension des définitions des ensembles F et G a pénalisé de nombreux candidats. Des lacunes

importantes en algèbre linéaire apparaissent aussi à travers les résolutions proposées de cet exercice.

Partie A

1. Le calcul de S2
ne pose aucun problème. Les valeurs propres de S se déduisent de ce calcul par l’utilisation

de la relation entre les valeurs propres d’une matrice et les racines d’un polynôme annulateur. La recherche

des valeurs propres par la résolution d’un système n’était pas un attendu de cette question. Trop de

candidats oublient de vérifier que 1 et �1 sont bien des valeurs propres de S et non seulement les valeurs

propres possibles en tant que racine du polynôme annulateur considéré ici.

2. Globalement, cette question est plutôt bien traitée, mais de manière assez incomplète. En particulier, le

caractère base de la famille considérée n’est pas toujours prouvé, les égalités entre F , G et les sous-espaces

propres sont a�rmées et non justifiées.

Certains peinent à trouver une base de F ou de G à partir d’un système d’équations. En particulier, la

notation Vect(x1, 0, x1) n’est pas correct si x1 n’est pas fixé ; de même, Vect(1, 0, 1) est un ensemble (et

même un espace vectoriel) et non une base de vecteurs.

La notation non standard SEP (S,�1) n’est pas proposée dans l’énoncé. Il serait souhaitable alors de

définir une telle notation avant de l’utiliser.

3. De nombreuses pistes sont possibles pour traiter cette question. Il serait alors bon de privilégier la

plus rapide. Certains candidats ne remettent pas en question les résultats faux obtenus à la question

précédente. Ainsi, certains trouvent un vecteur commun dans les bases de F et de G, et a�rment

que F et G sont en somme directe ; d’autres obtiennent deux espaces vectoriels F et G de dimension 2

supplémentaires dans un espace vectoriel de dimension 3. Un esprit critique est attendu de la part des

candidats.
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Partie B

4. (a) Question bien traitée dans l’ensemble. Certains oublient de justifier proprement que S est diagonali-

sable. D’autres pensent que S est une matrice diagonale.

(b) En général, cette question est bien résolue. Cependant, certains pensent que SX est encore une

matrice carrée.

(c) L’énoncé précise bien ici que la formule donnant l’expression du coe�cient du produit de deux matrices

en fonction des coe�cients de ces matrices est attendue. Cette consigne est peu respectée. Les rares

candidats ayant donné la formule demandée éprouvent des di�cultés à l’appliquer et à gérer les

indices de sommation. Trop de candidats se contentent de donner la matrice S2
(résultat donné dans

l’énoncé).

5. (a) Très peu de candidats ont abordé cette question. De nombreuses résolutions étaient possibles et

acceptées. Très peu reconnaissent ici qu’il est demandé de prouver que F et G sont supplémentaires

dansMn,1(R). Un raisonnement par analyse et synthèse était attendu et rarement rencontré. Certains

tentent d’expliciter une base de F et une base de G, mais restent en général bien trop approximatifs,

ne prenant pas en compte la parité de n.
Confondant plus ou moins matrice colonne et matrice carrée, certains considèrent que X symétrique

est équivalent à
tX = X

(b) Peu de candidats abordent cette question. Le lien entre la définition des ensembles F et G et la

question 4.(b) est rarement établi. Trop de candidats qui abordent cette question a�rment mais ne

démontrent rien. Prouver une seule inclusion ne su�t pas pour déduire l’égalité.

6. (a) Cette question est peu abordée. Quand elle est traitée, beaucoup trop se contentent d’expliciter les

matrices et de donner le résultat sans s’appuyer à nouveau sur la formule donnant les coe�cients du

produit matriciel. Ici, une justification propre est attendue.

(b) Peu de candidats abordent cette question pourtant classique. La vérification de SX non nul est

rarement réalisée. Rappelons que si S est non nul et X est non nul, il reste possible que SX soit nul.

(c) Peu de candidats abordent cette question. Mais ceux qui l’ont traitée l’ont fait correctement.

(d) L’intitulé de la question assez original a rarement été compris par le nombre très faible de candidats

l’abordant.

Problème

Le problème proposé cette année étudiait les variables aléatoires discrètes égales au nombre de boules

blanches dans une urne dont la composition varie au cours du temps. Une première partie permet d’établir une

relation entre la loi de ces variables aléatoires et d’obtenir certains éléments de ces lois. La deuxième partie

s’intéresse à des simulations informatiques de ces variables aléatoires. La troisième partie recherche l’espérance et

la variance de ces variables aléatoires avant d’en regarder la convergence en probabilité. Enfin, la dernière partie,

par une étude algébrique d’endomorphismes de polynômes, permet de déterminer la probabilité IP (Xk = 3).

Partie A

1. La loi de X1 est en général bien déterminée, même si peu parlent de la loi uniforme ; nombreux sont ceux

qui pensent reconnaitre en X1 une variable aléatoire de loi de Bernoulli. Trop de candidats s’engagent

dans des calculs longs et maladroits pour déterminer l’espérance et la variance de X1.
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2. Les résultats étant donnés dans l’énoncé, une justification très claire et soignée était attendue. Un arbre

semble peu propice, mais une étude explicite des événements pouvait permettre de répondre avec e�cacité

à cette question. Trop de candidats justifient ces résultats par des discours très confus et amenant trop

souvent à des résultats absolument faux.

3. Cette question est en général bien traitée.

4. À cette question, le résultat attendu pouvait se déduire de la question suivante. Cependant, une réponse

bien justifiée est attendue. De grandes maladresses de rédaction ont été rencontrées ici.

5. Si l’égalité demandée est en général obtenue, les candidats, en trop grande majorité, n’ont pas toujours

précisé la formule utilisée, ni donné un système complet d’événements qui en soit vraiment un.

Ainsi,
�
(Xk = i), (Xk = i� 1)

�
n’est pas un système complet d’événements.

6. Cette question pouvaient être traitée en admettant les questions précédentes. Les candidats l’ayant

abordée, l’ont bien traitée.

7. (a) Un raisonnement probabiliste ou par récurrence est possible. Cette question fut globalement bien trai-

tée. Cependant, les preuves par intération ou par « . . . »manquaient bien trop de rigueur. L’argument

d’indépendance des tirages est ici faux.

(b) Les raisonnements précédents sont tout à fait possibles ici, mais il est aussi possible d’inverser dans le

problème les boules noires et blanches et ainsi d’obtenir un raisonnement très rapide à cette question.

(c) Peu de candidats abordent cette question. Beaucoup se trompent dans la manipulation des indices.

Les calculs sont en général mal menés.

Partie B

8. Beaucoup trop de candidats se contentent de paraphraser le programme sans lier les commandes du

programme au problème posé.

9. Trop peu de candidats abordent cette question demandant l’écriture d’une fonction.

10. Cette question est un peu plus abordée que la précédente, mais en général de manière très incomplète.

11. La réponse proposée par les candidats ayant abordé cette question est en général correcte, mais trop

rarement justifiée.

Partie C

12. (a) La démarche attendue à cette question a souvent été rencontrée par les candidats lors de leur prépa-

ration. Cependant, les manipulations des sommes posent de grandes di�cultés pour les candidats et

rendent les calculs faux.

(b) Une simple récurrence permettait de répondre à cette question. Très peu de candidats l’ont abordée

et s’en sont rendus compte.

(c) Cette question est très rarement abordée. Le lien entre Xk et Yk est peu établi.

13. (a) La question est peu abordée, mais donner l’inégalité de Bienaymé Tchebychev est déjà une bonne

première piste. Il serait aussi pertinent de vérifier rapidement les hypothèses de cette inégalité. Pour

certains candidats maladroits, l’inégalité de Bienaymé Tchebychev s’écrit :

IP ((Z � E(Z)) 6 ↵) 6 V (Z)

↵2
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(b) Cette question n’est que trop rarement abordée. Sa première partie s’apparente à une question de

cours. Seuls les bons candidats reconnaissent une convergence en probabilité. Très peu de candidats

tentent une justification intuitive, ceux-là le font correctement.

Partie D

14. (a) Cette question est abordée par une très grande part des candidats et en général bien réalisée.

(b) Les résolutions proposées par les candidats sont très décevantes.

Beaucoup a�rment qu’on a : deg(P +Q) = max(deg(P ), deg(Q)).

(c) Cette question est peu abordée et en général de manière très maladroite. Trop de candidats ne pensent

pas à utiliser la question précédente et négligent ainsi le verbe employé dans l’énoncé : « En déduire ».
Par ailleurs, le degré du polynôme nul n’est pas 0.

(d) Cette question est peu abordée, les candidats ne prennent pas assez en considération l’indication

donnée. La dimension finie de Rn[X], importante ici, n’apparait que peu dans les raisonnements

proposés.

15. (a) Peu de candidats ont abordé cette question. Trop souvent, le calcul de '2,1(P2,1) n’apparait pas

clairement.

(b) Question pratiquement non traitée.

16. (a) Cette question simple est très peu traitée. Une lecture attentive et complète de l’énoncé est toujours

fortement conseillée.

(b) Cette question est assez délicate et se positionne en fin d’énoncé. Ceci justifie pleinement le nombre

très maigre de candidats à l’avoir abordée.

(c) Quelques rares candidats ont bien lu et compris l’énoncé. Ils ont alors réussi à résoudre cette question

en faisant une synthèse des questions précédentes.

17. (a) Cette question n’est presque pas abordée, mais quand c’est le cas, elle est bien traitée.

(b) Cette question n’est presque pas abordée.
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