RAPPORT D’EPREUVE

Commentaires généraux

Rappelons quelques faits importants :

Une lecture préalable et attentive du sujet est nécessaire, indispensable. Elle permet de com-
prendre la problématique et de hiérarchiser les difficultés, mais aussi de bien saisir I’enchaine-
ment des questions. Elle permet alors au candidat d’aborder le sujet par les exercices (et/ou
les questions) qui lui sont les plus accessibles.

Une copie soignée est appréciée. Trop de copies sont présentées de manieres exécrables :
réponses non structurées, ratures innombrables, résultats non encadrés ou soulignés. Certaines
copies en deviennent méme illisibles. Les candidats ayant une écriture peu lisible gagneraient
grandement & aérer leurs copies, le nombre de feuilles n’étant pas limité.

Rappelons qu'une question illisible ne sera pas lue donc ne rapportera pas de points et met
le correcteur dans une position peu favorable pour les questions suivantes.

Les candidats sont invités & ne pas utiliser d’abréviations.

Un respect de la numérotation des questions de I’énoncé est attendu; ainsi toute question
abordée doit étre précédée du numéro complet de cette derniere. Traiter les questions et les
parties dans le désordre le plus total en mélangeant ces dernieres ne fait pas bonne impression.
Il n’est pas dérangeant de traiter des parties dans un ordre différent mais revenir temporaire-
ment sur diverses questions, a de nombreuses reprises, est pénible et ne permet pas une bonne
saisie du raisonnement du candidat pour le correcteur.

Une bonne connaissance des notions et résultats fondamentaux du cours est un pré-requis
indispensable a la résolution correcte de nombreuses questions d’un sujet de mathématiques.

Une rédaction correcte comportant des justifications convenables ainsi que la vérification,
ou au minimum le rappel, des hypotheses nécessaires a 'application d’un théoreme utilisé
forment une part extrémement importante de la note attribuée a toute question.

Vérifier la vraisemblance et la cohérence des résultats obtenus par rapport aux résultats
proposés.

L’aménagement des calculs et des raisonnements afin d’obtenir impérativement les résultats
proposés est fortement sanctionné. Tenter d’arnaquer le correcteur en mettant le résultat
final donné dans I’énoncé nuit fortement au candidat étant donné qu’il perd la confiance du
correcteur.

Un manque de dextérité dans les calculs est constaté. Il est conseillé de s’entrainer tres
régulierement a faire des calculs.

Lorsqu’un candidat présente un long calcul, notamment une longue résolution de systeme, il
est important d’expliciter les opérations permettant de passer une ligne a ’autre. Sans cela,
il est presque impossible au correcteur de s’assurer de la validité dudit calcul.
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Rappelons que les questions informatiques sont assez largement valorisées au sein du bareme
de lépreuve. Une majorité de candidats traitent les questions de python, mais une (trop grosse)
minorité fait visiblement I'impasse dessus. C’est regrettable, au vu de I'importance de ces questions
dans le bareme.

Des progres notables des candidats en Python par rapport a ’année derniere.
On retrouve encore quelques print comme instruction de renvoi : c¢’est incorrect (et & bannir).

Avec une moyenne de 11,2 et un écart-type de 4,66, cette épreuve a permis une sélection tout
a fait satisfaisante des candidats.

Commentaires particuliers

Exercice 1

+0o0
Cet exercice propose la détermination de différentes valeurs approchées de E — avec des
n
n=1
précisions de plus en plus fortes. Les premieres questions de cet exercice sont trés proches du cours

et fort détaillées, une plus grande autonomie est attendue sur les toutes derbieres questions.
1. Cette question de cours devrait étre parfaitement traitée. Ce fut le cas dans une tres grande
majorité des copies.
Cependant une mauvaise compréhension des équivalents et des répétitions faites dans le cours

. .. . . 1
afin de bien saisir tous les sens d’une équivalence est constatée. Dire que « E — converge
n

. . : .. . .
si et seulement si & > 1» et ensuite que « E — diverge si et seulement si o < 1»est une
n
répétition inutile.
. 1 . . . .
De méme, dans la phrase « E — converge si et seulement si @ > 1, et diverge sinon » la
n
deuxieme partie est inutile et méme n’a pas grand sens.
Par contre, la phrase <<§ — converge si a > 1, et diverge si @ < 1 » ne répond pas
n
completement a la question.

2. (a) Une question tres classique pour laquelle une rédaction précise et rigoureuse est atten-
due.

1 1 1
Certains encadrent — par n et —1 Cette résolution demande une bonne maitrise des
quantificateurs et des étapes. Ainsi n est d’abord fixé ici supérieur ou égal a 2 puis ¢ un

réel de [n,n+1] et non [n,n+1] (imposant & ¢ d’étre un entier!) alors il est possible d’af-

ﬁrmerquet—lénétdoncqueg<—< ;
n p—
rédaction demande une certaine gymnastique pour étre correcte. La majorité des candi-

dats ayant choisi cette rédaction, n’ont pas réussi a bien la mener. Il est peu conseillé de
I’adopter si elle n’est pas comprise ni maitrisée, le gain de temps n’est pas si important.
D’autres calculent directement les intégrales et prouvent les inégalités sans utiliser la

1 et enfin d’intégrer sur [n,n + 1]. Cette

. . . , . .
monotonie de la fonction ¢ — . Bien que la résolution soit correcte, elle ne respecte

pas les consignes indiquées dans I’énoncé .
Le calcul de dérivée de t — 1/t* (voire le tableau de variations!) est inutilement fasti-
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4.

(b)

—2t
(t2)?

La décroissance de la fonction sur R* est trop souvent citée.

dieux, surtout quand la dérivée est écrite sous la forme

Cette question est en général bien traitée.
Cependant, il est indispensable de passer par les sommes partielles si la relation de
Chasles est utilisée ensuite.

Cette question est trop peu souvent traitée, et c¢’est peu compréhensible au vu de sa simplicité.
Les candidats ne sont peut-étre pas habitués a manipuler des puissances de 107

Cette question a parfois été comprise comme «justifier qu'’il existe un entier Ny tel que [...]
», ce qui découle simplement du fait que Ry —— 0. Ce n’est toutefois pas la question : il

N—+400

convenait d’expliciter un tel Nj.

(a)

Cette question assez élémentaire a fait apparaitre une mauvaise gestion des valeurs ab-
solues et de nombreux arrangements avec les signes et les résultats.

Il est indispensable ici de déterminer le signe de Ty — S.

Beaucoup d’étudiants appliquent d’abord l'inégalité triangulaire, ce qui fait apparaitre

une erreur de 'ordre de N et non de N
1

Trop de candidats commentent une erreur de signe en écrivant [Ty — S| = ‘R N+ N1l

et truandent a la fin pour aboutir a la bonne majoration.
Cette question se déduit facilement du (a) et a été trop peu traitée.
Proposer N1 = V103 ne pouvait pas convenir: un entier est attendu...

Cette question est souvent bien réussie.

.. , , 1 1
Voici les erreurs les plus fréquemment rencontrées : u,(p) ~ — ouun(p) ~ —.
n—-+oo NN n—+oo N

Cette question est en général bien traitée. Une grande rigueur y est attendue.
Le caractere positif n’est pas toujours mentionné.
Par contre tout raisonnement qui de I’équivalent du terme général donne un équivalent

1
de la somme partielle, de la somme ou de la série du type Z Un(p) ~ Z —p pour en
déduire nature de la série n’est pas accepté.
Une question souvent bien réussie, mais dont la résolution est parfois bien longue. Seules
les valeurs correctes de a et de b sont attendues.

Cette question a souvent été bien traitée.

=1 1 R I |
Cependant les manipulations du type « — — = - — >, montrent
p P P <n§_:1n n+1 ;_:ln E_:ln—i—l)’

que la manipulation de sommes de séries n’est pas toujours maitrisée.
Les séries télescopiques ne sont pas au programme. Ainsi un passage par les sommes
partielles est attendu.

Cette question est en général bien traitée.
Beaucoup traitent cette question par récurrence. un tel raisonnement est tout a fait
possible, mais un peu long et lourd ici.

Une rédaction précise est attendue pour une telle récurrence ou la gestion des quantifi-
cateurs est particulierement surveillée par les correcteurs.
En grande majorité les candidats n’ont pas considéré l’entier n dans la définition de
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9.

10.
11.

I’hypothese de récurrence.

L’hypothese de récurrence est souvent absente, les réponses démarrant par une simple
réécriture de la question et enchainant directement avec I'initialisation.

L’hérédité est souvent non traitée. Quand elle est traitée, le manque de soin apporté aux
calculs a nuit aux candidats: le point d’exclamation apparait disparait (rappelons que
(k —1)! # k — 1), les parenthéses sont trop souvent omises, le signe + peut se pencher
parfois et devenir x (génant la suite des calculs) ou disparait (ce qui revient au méme
et ne permet pas de mener & bien les calculs.)

(b) Certains ont préféré traiter la question en deux temps et ont en général prouvé de maniere
tres efficace la convergence de la série. D’autres ont seulement prouvé la convergence soit
par équivalence soit par majoration.

Par contre, ceux qui ont directement sommé 1’égalité obtenue a la question précédente
de 1 a +oo et concluent a la convergence parce que le calcul a abouti ou ne parlent pas
du tout de convergence sont pénalisés.

Cette question est peu traitée dans sa globalité, seule la comparaison série intégrale est faite
et trop souvent baclée, a nouveau pas de relation de Chasles infinie.

Apres avoir effectué une comparaison série-intégrale valide, plusieurs candidats concluent en
1

n?(n+1)...(n+p) n—>too NP2’
est valide asymptotiquement, et ne peut donner de résultat a n fixé.

C’est une erreur préoccupante : un équivalent

affirmant que

Cette question est peu abordée.

Cette question est peu abordée et en général bien traitée quand elle est abordée.

Cependant il est & noter des erreurs d’interprétation de ce genre de graphique. Certains
candidats semblent penser que la courbe la plus haute donne l'erreur la plus faible. Il est
important de lire ’axe des ordonnées !

Exercice 2

La premiere partie de cet exercice est consacrée aux polynomes de Lagrange sous une approche
algébrique. Puis la deuxieme partie s’intéresse au polynéme d’interpolation de Lagrange associé a
deux (n + 1)-uplets et a la recherche de ses coordonnées dans une base de IR, [X].

Partie 1

1.

(a) Cette question comporte deux étapes: la linéarité et Uinjectivité. Il est important de
respecter 'ordre de ces étapes quand l'injectivité est prouver en regardant le noyau de
®: on ne parle de noyau que pour une application linéaire, il faut donc d’abord vérifier
que I'application est bien linéaire...

Certains candidats pensent avoir prouvé la linéarité de ¢ en démontrant seulement que
d(AP) = Ao(P), c’est insuffisant.

Certains candidats écrivent «si P € Ker(®), alors P a une infinité de racines». Une telle
rédaction ressemble fort a une récitation d’un exemple proche qui a été mémorisé. 11 est
important de savoir adapter les exemples vus en cours a la situation étudiée!

(b) Le caractere fini de la dimension de I'espace de départ et ou de l'espace d’arrivée ne
permet pas de conclure quant a la bijectivité de ®.
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Une confusion réguliere entre l'injectivité et la bijectivité est tres fréquemment rencon-
trée.

Quelques candidats répondent, en substance, m Ces polynomes existent, car ce sont les
polynomes de Lagrange m. Ce n’est pas parce que ces candidats ont rencontré cet exemple
(classique) par le passé qu’ils doivent s’abstenir de répondre a la question !

. Cette question est peu traitée correctement.

Quelques résolutions tres longues et faisant aussi penser a une récitation d’exercices rencontrés
lors de la préparation. Il est attendu des candidats qu’ils sachent utiliser leurs connaissances
et leurs expériences souvent alimentées par les exercices proposés par leur enseignant, pour
mener un raisonnement efficace et rigoureux en lien avec ’énoncé proposé.

Certains candidats construisent ’a la main ’ les polynémes L; en exploitant la donnée de ses
racines , son degré et la valeur en 1 , mais omettent de justifier I'unicité.

. Cette question est inégalement réussie.

Si certains en comprennent bien le sens, d’autres n’explicitent pas les polynoémes, ne font
aucun calcul c’est-a-dire sans remplacer x; par sa valeur et ou sans calculer le dénominateur;
d’autres encore donnent des polynomes égaux aux polynémes Ng introduits ensuite dans
I’énoncé et sans réaction de la part des candidats; d’autres enfin n’ont pas compris que n
valait 3 dans cette question.

. Quand elle est traitée, cette question est plutot bien traitée.

Quelques candidats cependant pensent que le coefficient dominant vaut 1. On releve aussi un
probleme de choix des indices : évaluer L;(x;) en remplagant  par x; dans 'expression algé-
brique de L;(z) dans laquelle I'indice qui gere le produit est j ne prouve pas rigoureusement
que Lj(z;)) = 0.

. La définition du produit scalaire est en général bien connue.

Cette question est pratiquement traitée par tous les candidats.

La symétrie et la bilinéarité sont a développer un minimum en en donnant au moins la

définition.
n

Pour la positivité une justification de I'implication suivante est attendue «si Z P2(£L'k) =0,
k=0

alors Vk € [0, n], PQ(azk) = 0». Il suffisait pourtant simplement de mentionner que les nombres

sommeés sont positifs.

Pour la définie-positivité, le nombre de racines n’est pas toujours correct: il est parfois égal a

n ou infini.

. La question est souvent mal analysée : trop de candidats démontrent que (Lo, ..., L;,) est une
base de R,,[X], avant de démontrer que c’est une famille orthonormée.
Certains affirment que les polynémes Ly, ..., L, dont des polynomes de degré deux a deux

distincts ( apreés avoir écrit en Q4 qu’ils sont de degré n pour certains!). A nouveau il semble
que ces candidats récitent une résolution sans en vérifier 'adéquation ici! Beaucoup oublient
de prouver que (Lo, ..., L,) est une base.

Certains se contentent de donner les valeurs des produits scalaires sans détailler ou expliquer
les calculs.

Le symbole de Kronecker doit étre redéfini et les propriétés de calcul justifiées.

. Cette question est souvent bien traitée par des méthodes variées (toute méthode correcte
étant acceptée ici).
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Les candidats semblent plus a l’aise avec 1'utilisation des polynomes de Lagrange qu’avec
I'expression des coordonnées d’un vecteur en base orthonormée (attendue ici).

Partie 2

8. (a) Cette question est en général bien traitée.
(b) Cette question est peu abordée.
Des confusions entre les lignes et les colonnes de M sont rencontrées fréquemment parmi
les quelques qui ont abordée la question.
(c) Quand cette question est abordée, I'inversibilité est bien traitée, le calcul de I'inverse
souvent non fait (avec raison).

9. Cette question est en général bien traitée.
I1 aurait été apprécié que le degré de Ny soit donné pour justifier que la famille (Ng, Ny, ..., Ny,)
est échelonnée en degré.
10. (a) Trop de candidats ne font qu’évaluer les deux expressions en xg, ..., Z,, sans conclure
par la suite.

(b) Cette question est peu abordée.
Certains se lancent dans des récurrences et 'truandent ’ pour aboutir ...

11. cette question est peu abordée et rarement bien traitée.

12. Cette question facile n’a pas toujours été repérée ni mise en lien avec la question 9.

13. (a) Les commandes print ou input sont a abolir des fonctions.
Beaucoup note =/= pour différent, commande n’existant en Python. D’autres condi-
tionnent par if j==i et dans ce cas impose au produit de valoir 0 ou 1, ce qui ne
donnera pas en final le produit attendu.

C

Cette question est peu abordée.
Cette question est tres rarement abordée.

—
o
~

14.

—
&
~—

ag = yo est souvent établi.
Pour a,, certains utilisent le résultat admis dans la question 13 a qui ne ’est plus ici.

=

Cette question est rarement abordée.

—
o
~

Cette question est rarement abordée.
15.

—~
&
N—

La réponse a cette question, peu abordée, est souvent justifiée par un calcul de degré
incorrect et aboutit a deg(Qx) = k. Il était préférable d’utiliser la structure d’espace
vectoriel de Rg[X].

(b) Cette question est rarement abordée.
Cette question est rarement abordée.

—~
o
~

e

Cette question est rarement abordée.

Probléeme

Ce probleme porte sur les probabilités et plus particulierement sur les variables aléatoires a
densité. La premiere partie étudie les variables aléatoires de Cauchy et la somme de variables
aléatoires de Cauchy. La deuxiéme partie permet informatiquement de constater que la loi faible
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des grands nombres ne s’applique pas pour la loi de Cauchy. Enfin dans la troisieme partie, une
estimation du parametre a de la loi de Cauchy est mise en place.

Partie 1

1.

Cette question est en général bien résolue. La définition d’une densité de probabilité est bien
connue.

Cependant une adaptation de la définition & I’exemple est attendue. Ainsi quand les candidats
précisent que «f est continue, sauf en un nombre fini de points », le correcteur sourit tant la
phrase est récitée et peu mise en lien avec le sujet.

La convergence de l'intégrale est trop rarement prouvée. Ici cette convergence s’établit au
cours du calcul: un calcul avec borne finie A, puis le constat de la convergence quand A — oo,

permettent de conclure avec la formule «donc [ ... converge et vaut 1».

Les confusions entre 'intégrale généralisée avec I'intégrale a bornes finies qui lui est associée
ont été pénalisées.

Dans cette question, il possible de dériver F' mais dans ce cas,un calcul de limite est attendu
ou d’intégrer f sur | — oo, z].

Le calcul doit étre soigné: Un calcul ou I'intégrale de —oo a z se transforme en une intégrale
sur [A, z] le temps du calcul, avant apparition d’un passage a la limite pour retomber sur la
bonne formule, n’est pas accepté.

Cette question est en général bien traitée.

Certains candidats invoquent le cours pour résoudre cette question. La loi de Cauchy n’est
pas au programie.

Pour d’autres, 'intégrande étant impaire, I’espérance existe et est nulle.

. Cette question est en général bien traitée en passant par les fonctions de répartition.

Une attention particuliere est apportée a la gestion de I’équivalence.

Dans cette partie, Pargument «apres calculs, on obtient [...|» ne peut étre accepté, les calculs
devaient étre détaillés.
(a) Cette question a été abordée par une petite moitié des candidats.
Les calculs sont souvent amorcés, rarement aboutis.
(b) Cette question est peu traitée.
Beaucoup de candidats ont tenté de raisonner par équivalences, et ont souvent abandonné
devant la lourdeur de la tache. Pourtant, un raisonnement déductif, bien plus léger,
s’imposait ici.
(c) Cette question est rarement traitée.
(d) Cette question est en général bien traitée par les quelques candidats qui ’ont abordée.
(a) La formule de convolution est souvent correctement appliquée, mais I'indépendance des
variables aléatoires X et Y est souvent oubliée.
(b) Cette question est bien traitée lorsqu’elle est abordée mais elle st peu abordée.
Cette question est abordée par moins de la moitié des candidats.
En général I'initialisation est bien réalisée. Mais peu réalisent que dans la question 6 k est un
entier naturel. Cette question ne peut donc pas s’appliquer & ka. Dans I’hérédité, 'indépen-
dance est citée mais rarement justifiée par le théoreme des coalitions.
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Partie 2

8. En général la méthode pur déterminer la loi de Y est bien connue et comprise. Cependant
de nombreuses justifications sont completement absentes: la croissance stricte/ la bijectivité
de la fonction Arctangente n’est pas assez invoquée; La stricte positivité de a non plus;
Pappartenance & |0, 1] pour prendre comme expression x comme valeur de Fy(x).

9. Cette question est bien traitée par la majorité des candidats.

10. Cette question est bien traitée par la majorité des candidats.

Quelques problemes de taille ou d’indice sont cependant a relever ( n + 1 simulations au lieu
de n).

11. Cette question plus difficile, est en général bien moins bien traitée: la moyenne est mal pro-
grammée; la réalisation renvoyée est celle de (X, -, X,).

12. Cette question est rarement traitée.

L’interprétation en terme de convergence apparait rarement.
Certains candidats voient une convergence dans la troisieme figure.
Partie 3

13. Peu de candidats ont abordé cette question.

En général, la loi de Y n n’est pas reconnue. F' n’est pas la fonction de répartition d'une loi
normale; ainsi il est impératif de prouver que F(—M) =1 — F(M) pour l'utiliser ici.

14. Cette question est peu abordée. L’application de la loi faible des grands nombres n’est pas
apparue. La vérification des hypotheses de la loi faible des grands nombres, notamment ’exis-
tence de la variance, est un attendue de cette question.

La loi faible des grands nombres est parfois redémontrée a partir de I'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev; c’est tout a fait acceptable, mais une perte de temps possible.
1
15. (a) L’inégalité p(a)(1 —p(a)) < 12 souvent été démontrée correctement, c’est moins le cas
pour lencadrement 0 < p(a) < 1. Certains candidats ne justifient que I’encadrement
0 < p(a) < 1, ce qui est insuffisant.
(b) Les hypotheses nécessaires sont assez souvent correctement restituées, mais trop de can-
didats omettent de justifier que z > 0.
(c) Cette question est trés peu traitée.
(d) Cette question est trés peu traitée.
16. Cette question est tres peu traitée.
17. Peu de réponses pour cette question. Parmi ces quelques réponses, trop de candidats affirment

M
qu’il faut choisir M vérifiant — = 1, sans s’apercevoir qu’il est impossible de calibrer ainsi

a
un estimateur en fonction du parametre a estimer.
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